
2. Ïðîâåðêà ãèïîòåç o ïàðàìåòðàõ ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïîêàæåì, êàê çàäà÷ó A1 ðåøèòü ñ ïîìîùüþ äîâåðèòåëüíîãî

îöåíèâàíèÿ. Ïîñòðîèì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà
θ:
(x̄− xα/2σ/

√
n; x̄ + xα/2σ/

√
n) =

= (31.8− 1.64 · 4/5; 31.8 + 1.64 · 4/5) = (30.488; 33.112).

Âåëè÷èíà θ0 = 30, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïîòåçå H0, íå ïðèíàäëåæèò
äàííîìó èíòåðâàëó.

ßâëÿåòñÿ ëè íåïðèíàäëåæíîñòü ïàðàìåòðà θ0 ãèïîòåçû
äîâåðèòåëüíîìó èíòåðâàëó íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû? Îòâåò óòâåðäèòåëüíûé.
Äåéñòâèòåëüíî, ãèïîòåçà ïðè äàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè
α ïðèíèìàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
θ0 ïðèíàäëåæèò äîâåðèòåëüíîìó èíòåðâàëó ñ óðîâíåì äîâåðèÿ
1− α.

Ýòî äîêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî. Ïðè çàäàíèè çíà÷åíèÿ
xα/2 äëÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ óðîâíåì äîâåðèÿ
1− α ìû èñõîäèëè èç óðàâíåíèÿ

P

(√
n|X̄ − θ0|

σ
> xα/2

)
= 1− α

è ïîêàçûâàëè, ÷òî ñîîòíîøåíèå

T̂n =

√
n|X̄ − θ0|

σ
> xα/2

ýêâèâàëåíòíî

θ0 ∈ (X̄ − xα/2σ/
√

n, X̄ + xα/2σ/
√

n).

Íî âûðàæåíèå √n|X̄ − θ0|/σ çàäàåò òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó
êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: θ = θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
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H1: θ 6= θ0, ïðè÷åì xα/2 çàäàåòñÿ òåì æå ñàìûì óðàâíåíèåì
(3.2).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îáùèé ïðèíöèï.
Åñëè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë íàêðûâàåò çíà÷åíèå θ =
θ0 ãèïîòåçû, òî ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ãèïîòåçà îòêëîíÿåòñÿ.

Êàê ýòîò ïðèíöèï äåéñòâóåò â ñëó÷àå îäíîñòîðîííèõ
àëüòåðíàòèâ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áûâàþò îäíîñòîðîííèå
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, à èìåííî ëåâûé (−∞, X̄ +
xασ/

√
n) îí ñîîòâåòñòâóåò ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðîâåðêè

ãèïîòåçû H0 : θ < θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1: θ > θ0 è
ïðàâûé (X̄−xασ/

√
n, ∞) ñîîòâåòñòâóåò ïðîâåðêå ãèïîòåçû

H0 : θ > θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1: θ < θ0.
Êàê ñëåäñòâèå, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì

òåñòîâûå ñòàòèñòèêè è äëÿ äðóãèõ çàäà÷ ïðîâåðêè ãèïîòåç.

a) Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ñðåäíåì íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé.

Ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0: θ = θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
H1: θ 6= θ0 êðèòåðèé çíà÷èìîñòè èìååò âèä

T̂n =

√
n|X̄ − θ0|

s̄
> tα/2,n−1,

ãäå tα/2,n−1 íàõîäèòñÿ èç òàáëèö ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà
ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

á) Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âåðîÿòíîñòè p áèíîìèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0: p = p0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
H1: p 6= p0 êðèòåðèé çíà÷èìîñòè èìååò âèä

T̂n =
|p̂n − p0|

√
n√

p̂n(1− p̂n)
> xα/2,

2



ãäå xα/2 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (3.2) è íàõîäèòñÿ èç
òàáëèö ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî
èíòåðâàëà, åñëè n ≤ 15 ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû íàäî ïîëüçîâàòüñÿ
òàáëèöàìè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è åñëè np̂ ìàëî
òî ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìàöèåé áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ îäíîñòîðîííèõ ãèïîòåç è àëüòåðíàòèâ âèäà p > p0

êðèòåðèè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî òåì, ÷òî â òåñòîâîé ñòàòèñòèêå
T̂n óáèðàåòñÿ ìîäóëü, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå xα/2 çàìåíÿåòñÿ
íà xα è äàëüøå êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ òàêæå êàê
â ñëó÷àå çàäà÷ ïðîâåðêè ãèïîòåç î ñðåäíåì íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíîé äèñïåðñèåé.

â) Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î äèñïåðñèè σ = σ0 ïðîòèâ
àëüòåðíàòèâû
σ 6= σ0 â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ àðãóìåíòû èç âûâîäà ôîðìóëû äëÿ ãðàíèö
äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ äèñïåðñèè σ2 ïîëó÷àåì,
÷òî ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ, åñëè

χ2
ν,1−α/2 <

(n− 1)ŝ2

σ2
0

< χ2
ν,α/2.

Âåëè÷èíû χ2
ν,α/2 è χ2

ν,1−α/2, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ
(2.11), íàõîäèì ñ ïîìîùüþ òàáëèö χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàêåòîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîãðàìì
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå p-çíà÷åíèÿ (probability val-
ue) âìåñòî ïîíÿòèÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α. Èìåííî îíî
îáû÷íî ïîÿâëÿåòñÿ íà ýêðàíå ìîíèòîðà.

p-çíà÷åíèå αp ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ
îøèáêè ïåðâîãî ðîäà, ïðè êîòîðîé ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû òàêîâî.
â1) Åñëè αp áîëüøå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α ( αp > α),

òî ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ.
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â2) Åñëè αp ìåíüøå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α ( αp < α),
òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ.

Òàê åñëè αp = 0.4, òî äëÿ α < 0.4, ò.å. ïðàêòè÷åñêè
âñåãäà, ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ. Åñëè αp = 0.005, òî ãèïîòåçà
ïðèíèìàåòñÿ äëÿ α < 0.005, ò.å. îíà íå ïðèíèìàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè
íèêîãäà.

Ïî âåëè÷èíå p-çíà÷åíèÿ ìû ìîæåì ñðàçó ñêàçàòü äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé îøèáîê ïåðâîãî
ðîäà ïðèíèìàåì ìû ãèïîòåçó èëè íåò. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ
óäîáñòâî p-çíà÷åíèÿ.

Ïîÿñíèì êàê íàõîäèòñÿ p-çíà÷åíèå. Ïî èñõîäíûì äàííûì
âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè. Äîïóñòèì îíî
ðàâíî t = T̂n. Äëÿ ýòîãî t íàõîäèì âåðîÿòíîñòü αp òàêóþ,
÷òî

P(T̂n > t) = αp. (3.3)

Ýòà âåðîÿòíîñòü αp è ÿâëÿåòñÿ p-çíà÷åíèåì.
Â ñëó÷àå çàäà÷ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ñðåäíåì íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíîé äèñïåðñèåé, åñëè ãèïîòåçà H0 :
θ = θ0 äâóñòîðîííÿÿ, òî αp = 2Φ(−|Tn|), åñëè ãèïîòåçà
îäíîñòîðîííÿ H0 : θ < θ0, òî αp = 1−Φ(Tn) è åñëè H0 : θ >
θ0, òî αp = Φ(Tn). Åñëè äèñïåðñèÿ â äàííîé ïîñòàíîâêå
íåèçâåñòíà, òî âî âñåõ âûðàæåíèÿõ äëÿ αp íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå
Ñòüþäåíòà ñ n−1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Äëÿ çàäà÷ ïðîâåðêè
ãèïîòåç äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ
p-çíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàê, â ïðèìåðå A1 ìû ïîëó÷èëè t = 2.25, îòñþäà

αp = P

(√
n
|X̄ − θ0|

σ
> 2.25

)
=

2√
2π

∫ ∞

2.25
exp{−s2/2}ds = 0.025.

Òàê êàê â óñëîâèè çàäà÷è óðîâåíü çíà÷èìîñòè α = 0.1 è,
ñëåäîâàòåëüíî, α > αp, òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ.
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Êàê îáîñíîâàòü óðàâíåíèå (3.3), çàäàþùåå p-çíà÷åíèå
αp? Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îáîñíîâàòü óòâåðæäåíèÿ â1) è
â2).

Èç óðàâíåíèÿ

P(T̂n > xα) = α

ìû âèäèì, ÷òî ÷åì áîëüøå xα, òåì ìåíüøå α, ïîýòîìó
åñëè t = T̂n > xα, òî αp < α. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî
t = T̂n > xα îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå t òåñòîâîé ñòàòèñòèêè
T̂n, íàéäåííîå ïî âûáîðêå, ïîïàëî â êðèòè÷åñêóþ çîíó,
ïîýòîìó ìû îòâåðãàåì ãèïîòåçó è òåì ñàìûì äîêàçûâàåì
ïóíêò â2). Ïóíêò â1) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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ã) Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé äâóõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñîâîêóïíîñòåé

Äîâîëüíî ÷àñòî ìåíåäæåðó ïðèõîäèòñÿ ñðàâíèâàòü çíà÷åíèÿ
ñðåäíèõ äâóõ âûáîðîê, ÷òîáû ïðèéòè ê îïðåäåëåííîìó
ðåøåíèþ. Òàê, íàïðèìåð, â çàäà÷å A2, â ïðèíöèïå, ìû
äîëæíû áûëè áû ñðàâíèâàòü ÷èñëîâûå äàííûå î ñïðîñå
äî è ïîñëå ðåêëàìíîé êàìïàíèè. Äðóãèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ
ïåðå÷èñëåííûå íèæå çàäà÷è.

Äåéñòâèòåëüíî ëè â êîìïàíèè ìóæ÷èíû è æåíùèíû
çà îäèíàêîâóþ ðàáîòó è ïîëó÷àþò îäíó è òó æå çàðàáîòíóþ
ïëàòó?

ßâëÿåòñÿ ëè ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè ïðîäóêöèè (òåëåâèçîðîâ,
êîìïüþòåðîâ è ò. ï.) â äâóõ êîìïàíèÿõ îäèíàêîâîé?

Îäèíàêîâà ëè â ñðåäíåì ñòîèìîñòü ïðîäîâîëüñòâåííûõ
òîâàðîâ â äâóõ ìàãàçèíàõ è ò. ï.?

Ïóñòü äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y
ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî è X ∈ N(mx, σ

2
x), Y ∈ N(my, σ

2
y).

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè

X1, . . . , Xn1 , Y1, . . . , Yn2

îáúåìîâ n1 è n2 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ X è Y è

X̄ =
1

n1

n1∑

j=1

Xj, Ȳ =
1

n2

n2∑

j=1

Yj,

s2
x =

1

n1

n1∑

j=1

(Xj − X̄)2, s2
y =

1

n2

n2∑

j=1

(Yj − Ȳ )2.

Íóæíî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî EX =
EY, ò. å.

H0 : mx = my.
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Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðàçëè÷íûìè êðèòåðèÿìè çíà÷èìîñòè â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, èçâåñòíû èëè íå èçâåñòíû äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X è Y. Ðàññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ.

ã1) Ïóñòü σx è σy èçâåñòíû. Òàê êàê

X̄ ∈ N

(
mx,

σ2
x

n1

)
, Ȳ ∈ N

(
my,

σ2
y

n2

)
,

à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X̄ è Ȳ íåçàâèñèìû, òî

σ2
(X̄−Ȳ ) = D(X̄ − Ȳ ) = DX̄ + DȲ =

σ2
x

n1

+
σ2

y

n2

(äèñïåðñèÿ ðàçíîñòè ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé, òàê êàê ïî
ñâîéñòâó äèñïåðñèé D(X) = D(−X)). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî

X̄ − Ȳ ∈ N(mx −my, σ2(X̄ − Ȳ )).

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàññìîòðèì
âåëè÷èíó

z =
X̄ − Ȳ√
σ2

x

n1
+

σ2
y

n2

. (3.4)

Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà , òî z ∈ N(0, 1) è â êà÷åñòâå
êðèòè÷åñêîé îáëàñòè äëÿ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû ñëåäóåò
âçÿòü îáëàñòü áîëüøèõ ïî ìîäóëþ îòêëîíåíèé z, ò. å. |z| >
xα/2, ãäå xα/2 îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.2), à α � óðîâåíü çíà÷èìîñòè.

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü X̄ = 18.4, Ȳ = 19 σ2
X = 1.2, σ2

Y =
3, n1 = 20, n2 = 30. Íàéäåì çíà÷åíèå êðèòåðèÿ z:

z =
18.4− 19√

1.2/20 + 3/30
= −1.5.
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Ïóñòü α = 0.05, òîãäà zα = 1.96, è òàê êàê |z| < zα(| −
1.5| < 1.96), òî ïðèíèìàåì ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé.

ã2) Ðàññìîòðèì ãèïîòåçó H0: mx = my, êîãäà äèñïåðñèè
σx è σy íå èçâåñòíû, íî âûïîëíåíî óñëîâèå

σ2
X = σ2

Y = σ2. (3.5)

Ïðè âûïîëíåíèè (3.5) âåëè÷èíà z â (3.4) ïðèíèìàåò âèä

ξ =
X̄ − Ȳ

σ
√

1
n1

+ 1
n2

, (3.6)

ïðè÷åì ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû H0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ξ ∈ N(0, 1). Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ äîñòàòî÷íî
çàìåíèòü äèñïåðñèþ σ2 åå îöåíêîé. Ïîñòðîèì òàêóþ îöåíêó
σ2. Ñîãëàñíî ï. 5ã) ãë. 2 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1 = n1s

2
x/σ

2

è η2 = n2s
2
y/σ

2 èìåþò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâåííî
ñ n1 − 1 è n2 − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à òàê êàê X è
Y íåçàâèñèìû, òî η1 + η2 èìååò χ2 � ðàñïðåäåëåíèå ñ
n1 + n2 − 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ðàçäåëèâ ξ íà

√
η1+η2√

n1+n2−2

ïîëó÷àåì òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó
ξ
√

n1 + n2 − 2√
η1 + η1

, (3.7)

êîòîðàÿ óæå íå çàâèñèò îò σ è èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà
ñ n1+n2−2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû Åå ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå
ÿâíîì âèäå

t =
X̄ − Ȳ

sp

√
1
n1

+ 1
n2

, (3.8)

ãäå
sp =

n1s
2
1 + n2s

2
2

(n1 − 1) + (n2 − 1)
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Äàëåå ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàåì óðîâåíü
çíà÷èìîñòè α = 0.05; 0.01 è ò.ä. è çàòåì ïî òàáëèöå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ñòüþäåíòà íàõîäèì tα/2,k, ãäå k = n1+n2−2. Åñëè çíà÷åíèÿ
|t| > tα/2,k, òî îòâåðãàåì H0, åñëè |t| < tα/2,k, òî ãîâîðèì,
÷òî ãèïîòåçà H0 íå ïðîòèâîðå÷èò äàííûì.

ã3). Ðàññìîòðèì ãèïîòåçó H0 : mx = my, êîãäà äèñïåðñèè
σ2

x, σ
2
y íå èçâåñòíû è σx 6= σy. Òîãäà â òåñòîâîé ñòàòèñòèêå

(3.4) äèñïåðñèè σ2
x è σ2

y çàìåíÿåì èõ îöåíêàìè s2
x è s2

y

ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó

t =
X̄ − Ȳ√
s2
x

n1
+

s2
y

n2

.

Ðàñïðåäåëåíèå ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ èìååò äîâîëüíî
ñëîæíûé âèä. Ïîýòîìó äîâîëüíî ñëîæíûé âèä èìååò è
ðàñïðåäåëåíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè t. Ðåêîìåíäóåòñÿ íàõîäèòü
êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ t èç òàáëèö ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà
ñ k = min n1 − 1, n2 − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîñêîëüêó
êàê ìîæíî ïîêàçàòü

P (t > tα,k) ≤ α.

ä).Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå äâóõ ïðîïîðöèé.
Ïóñòü X1, . . . , Xn è Y1, . . . , Ym äâå âûáîðêè íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìåþùèõ áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ïóñòü P (Xi = 1) = p1, P (Xi = 0) = 1 − p1, 1 ≤ i ≤ n è
P (Yj = 1) = p2, P (Yj = 0) = 1−p2, 1 ≤ j ≤ m. Íåîáõîäèìî
ïðîâåðèòü ãèïîòåçó

H0 : p1 = p2

ïðîòèâ àëüòåðíàòèâ

H1 : p1 6= p2.
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Òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå îòíîñèòåëüíûõ
÷àñòîò

p̂1 =
1

n

n∑

i=1

Xi, p̂2 =
1

m

m∑

j=1

Yj.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè ñïðàâåäëèâîñòè
ãèïîòåçû, äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n1, n2(n1, n2 > 20) ðàñïðåäåëåíèå
ñòàòèñòèêè

p̂1 − p̂2√
p̄(1− p̄)

√
1
n

+ 1
m

, p̄ = p1 = p2

õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìû.

Âçÿâ â êà÷åñòâå îöåíêè p̄ ñòàòèñòèêó

p̃ =

∑n
i=1 Xi +

∑m
j=1 Yj

n + m
=

np̂1 + mp̂2

n + m
,

ïîëó÷àåì âèä òåñòîâîé ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîâåðêè ãèìïîòåçû

T =
|p̂1 − p̂2|√

p̃(1− p̃)
√

1
n

+ 1
m

.

Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ xα íàõîäÿòñÿ èç òàáëèö ñòàíäàðòíîãî
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð. Êîðïîðàöèÿ "Ñèãìà"çàèíòåðåñîâàëàñü èçìåíèëñÿ
ëè ñïðîñ íà åå ïðîäóêöèþ. Â ïðîøëîì ãîäó áûëî îïðîøåíî
50 ÷åëîâåê è îêàçàëîñü, ÷òî 9 ÷åëîâåê ïðåäïî÷èòàþò ïðîäóêöèþ
äàííîé ôèðìû. Îïðîñ 60 ÷åëîâåê ïîêàçàë, ÷òî 10 ÷åëîâåê
ïðåäïî÷èòàþò ïðîäóêöèþ äàííîé ôèðìû. Áûëî ðåøåíî
ïðîâåðèòü ãèïîòåçó ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè 5 ïðîöåíòîâ.
Íàéòè p-çíà÷åíèå.
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Òàêèì îáðàçîì íàäî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó, ÷òî äîëÿ ðûíêà
ïðîäóêöèè íå èçìåíèëàñü, ïðåäïîëàãàÿ ÷òî â ïðåäûäóùåì
ãîäó îíà òàêæå áûëà îöåíåíà ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ.
Èìååì

p̂X =
9

50
= 0.18, p̂Y =

10

60
= 0, 1666,

p̃ =
9 + 10

50 + 60
=

19

11
.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ p̂X , p̂Y è p̃, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå òåñòîâîé
ñòàòèñòèêè

T̂ =
|0.18− 0.1666|√

19
110

√
1
50

+ 1
60

=
0.01333

0.378 · 0.0366
=

0.0133

0.0138
= 0.96.

Ñîîòâåòñòâóþùåå p-çíà÷åíèå ðàâíî 2Φ(−0.96) = 2·0.168 =
0.336 è ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ.

e) Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé
äâóõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñîâîêóïíîñòåé

Ïóñòü ó íàñ åñòü òà æå ñàìàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ÷òî
è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Äàíû äâå âûáîðêè íåçàâèñèìûõ
íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íåèçâåñòíûìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è äèñïåðñèÿìè. Ñòîèò çàäà÷à
ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé

H0 : σx = σy.

Â äàííîé çàäà÷å â êà÷åñòâå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè âîçüìåì

T̂n = s2
x/s

2
y.

Ñòàòèñòèêà T̂n èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ n1 − 1 è
n2 − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ïðèìåð 3.3. Êîìïàíèÿ, ïðîèçâîäÿùàÿ ýëåêòðè÷åñêèå
áàòàðåéêè, ñðàâíèâàåò äâå òåõíîëîãèè èõ ïðîèçâîäñòâà
ïî ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè áàòàðååê. Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé
äàëè ñëåäóþùèå äàííûå

n1 = 25, X̄1 = 3.6, s1 = 0.36,

n2 = 27, X̄2 = 3.8, s2 = 0.32.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó âòîðàÿ òåõíîëîãèÿ ëó÷øå ïåðâîé ñ
óðîâíåì çíà÷èìîñòè 5 ïðîöåíòîâ. Íàéòè p-çíà÷åíèå.

Èç óñëîâèé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî íóæíî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó
H0 : mX2 > mX1 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : mX1 ≥ mX2 .

Çíà÷åíèÿ äèñïåðñèé íåèçâåñòíû. Ïîýòîìó â ïåðâóþ
î÷åðåäü íàäî ðåøèòü êàêîé òåñòîâîé ñòàòèñòèêîé âîñïîëüçîâàòüñÿ
� ñ ðàâíûìè èëè íåðàâíûìè äèñïåðñèÿìè. Äëÿ ýòîãî íàäî
ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé.

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé σ1 = σ2.
Âû÷èñëèì ñòàòèñòèêó Ôèøåðà

F =
s2
1

s2
2

=
0.362

0.322
=

0.1286

0.1024
= 1.265625.

Îíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ n1 − 1 = 24 è n2 −
1 = 26 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Âîçüìåì óðîâåíü çíà÷èìîñòè
α = 0.05. Òîãäà x1−α/2 = 2.27 è xα/2 = 0.44. Òàê êàê

0.44 < 1.2656 < 2.57,

ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé ïðèíèìàåòñÿ.
Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ. Äèñïåðñèè

ðàâíû. Âû÷èñëèì òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó. Èìååì

s2
p =

25 · 0.362 + 27 · 0.322

(25− 1) + (27− 1)
=

3.24 + 2.76

50
= 0.12,
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sp = 0.346,
√

1

n1

+
1

n2

=

√
1

27
+

1

25
=
√

0.037 + 0.04 =
√

0.077 = 0.277,

t =
3.6− 3.8

0.346 · 0.277
= − 0.2

0.096
= −2.0834.

Òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ
n1− 1 + n2− 1 = 50 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîñêîëüêó ÷èñëî
ñòåïåíåé ñâîáîäû áîëüøå 30 äëÿ âû÷èñëåíèÿ p-çíà÷åíèÿ
èñïîëüçóåì òàáëèöû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíî ðàâíî
Φ(−2.08) = 0.0188 < 0.05 = α. Òàêèì îáðàçîì âòîðàÿ
òåõíîëîãèÿ ëó÷øå ïåðâîé.

Ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ìû ìîæåì òàêæå ïðèìåíèòü
êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû äëÿ ðàçíûõ äèñïåðñèé. Åñòåñòâåííî
êà÷åñòâî êðèòåðèÿ áóäåò õóæå, ïîñêîëüêó ìû íå çíàåì
òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåñòîâîé ñòàòèñòèêè.

â). Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ. Ðàçëè÷íûå
äèñïåðñèè. Òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà ðàâíà.

t =
3.6− 0.3.8√
0.362

25
+ 0.322

27

= − 0.2√
0.00518 + 0.0038

= − −0.2√
0.009

= − 0.2

0.094
= −2.12.

Èñïîëüçóÿ òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ min{n1−
1, n2−1} = 24 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîëó÷àåì, ÷òî p-çíà÷åíèå
ïðèáëèæåííî ðàâíî 0.025. Ñëåäîâàòåëüíî ãèïîòåçà îòêëîíÿåòñÿ.

Êàê ìû âèäèì, ïîñêîëüêó äèñïåðñèè ìàëî îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà, ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà è çíà÷åíèÿ
òåñòîâûõ ñòàòèñòèê. Îäíàêî íåòî÷íîå çíàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ
òåñòîâîé ñòàòèñòèêè â ñëó÷àå â) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî
çàâûøåííîé âåëè÷èíå p-çíà÷åíèÿ.

Àíãëèéñêèå àíàëîãè ðóññêèõ òåðìèíîâ
â îöåíèâàíèè è ïðîâåðêå ãèïîòåç
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îöåíêà � estimate, estimator,
ñìåùåíèå � bias,
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë � con�dence interval,
óðîâåíü äîâåðèÿ � con�dence level,
óðîâåíü çíà÷èìîñòè � signi�cance level,
êâàäðàòè÷íûé ðèñê � mean � squared error,
êîíòðîëüíàÿ êàðòà � control chart,
ãèïîòåçà � hypothesis,
ïðîâåðêà ãèïîòåç � hypothesis testing,
íóëåâàÿ ãèïîòåçà � null hypothesis,
àëüòåðíàòèâà � alternative hypothesis,
îøèáêà ïåðâîãî ðîäà � type I error,
îøèáêà âòîðîãî ðîäà � type II error,
îäíîñòîðîííèé êðèòåðèé � one-tailed test,
äâóñòîðîííèé êðèòåðèé � two-tailed test,
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå � critical value,
p-çíà÷åíèå � probability value (p-value).
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