
Глава 2
Приближенное вычисление интегралов

§1 Интерполяционные квадратурные формулы (ИКФ)
Основной способ приближенного вычисления интегралов —

формулы механических квадратур.
Определение. fORMULOJ MEHANI^ESKIH KWADRATUR или KWAD-

RATURNOJ FORMULOJ называется приближенная формула

∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑

k=1

Akf(xk). (1)

Здесь UZLY xk и KO\FFICIENTY (WESA) Ak не зависят от интегриру-
емой функции (формула — набор узлов и коэффициентов).

Все узлы считаются различными, и чаще всего xk ∈ [a, b], но
делать такое предположение, если не оговорено противное, мы не
будем.

Более общее понятие — формула механических квадратур с
весом w(x). Это

∫ b

a

w(x)f(x)dx ≈
n∑

k=1

Akf(xk). (2)

Применения — много интегралов от функций с одним множителем
w(x) и выделение стандартных особенностей. Формулу (1) можно
считать частным случаем (2) при w(x) ≡ 1. Поэтому в этом пара-
графе рассматривается (2).

Будем обозначать квадратурную сумму формулы (2) через
Qn(f), а погрешность формулы (остаток) через Rn(f):

Qn(f) =
n∑

k=1

Akf(xk), Rn(f) =
∫ b

a

w(x)f(x)dx−Qn(f).

Заметим, что Qn и Rn обладают свойством линейности:

Qn(a1f1 + a2f2) = a1Qn(f1) + a2Qn(f2)
29
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Rn(a1f1 + a2f2) = a1Rn(f1) + a2Rn(f2).

Простейший способ построения (2): произвольно выбираются
узлы и значение интеграла считается приближенно равным интегра-
лу от интерполяционного полинома функции f , построенного по этим
узлам. Так полученные формулы называются интерполяционно-
квадратурными (ИКФ).

Определение. Формула (2) называется ИКФ, если

Ak =
∫ b

a

w(x)lk(x)dx =
∫ b

a

w(x)
ω(x)dx

(x− xk)ω′(xk)
. (3)

Здесь ω(x) = (x− x1) . . . (x− xn).

Таким образом, ИКФ полностью задается указанием ее узлов.

Определение. Говорят, что формула (2) имеет алгебраиче-
скую степень точности (АСТ) d, если она точна для всех алгебраи-
ческих полиномов pd ∈ Pd (Rn(pd) = 0) и существует хотя бы один
полином pd+1 ∈ Pd+1, для которого она не точна (Rn(pd+1) 6= 0).

Зам е ч а н и е. Очевидно, что для того чтобы (2) имела АСТ
d, необходимо и достаточно, чтобы она была точна для xj при j =
0, . . . , d и не была точна для xd+1 (Rn(xk) = 0 при k = 0, . . . , d,
Rn(xd+1) 6= 0) .

Теорема 1. Для того чтобы формула (2) была ИКФ необхо-
димо и достаточно, чтобы она имела АСТ d ≥ n− 1.

Док а з а т е л ь с т в о. 1) Необходимость. Произвольно взятый
полином pd представим в виде интерполяционного по узлам xk и вос-
пользуемся формулой (3).

2) Достаточность. Если АСТ формулы (2) d ≥ n − 1, то она
точна, в частности, для lk(x), откуда формулы (3). ¥

Зам е ч а н и е. Формула (2) может иметь АСТ d > n − 1, но
если вес w(x) сохраняет на [a, b] знак, то d ≤ 2n − 1 (формула не
точна для ω2(x)).

Обозначим через [A,B] наименьший промежуток, содержащий
[a, b] и все узлы xk.
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Определение. Говорят, что ФМК IMEET PREDSTAWLENIE
OSTATKA W FORME lAGRANVA, если существуют такое натуральное
m и такая постоянная C, что для любой m раз непрерывно диффе-
ренцируемой на [A,B] функции f(x) найдется такая точка ξ ∈ [A,B],
что Rn(f) = Cf (m)(ξ).

Зам е ч а н и е . ФМК может и NE IMETX представления остатка
в форме Лагранжа.

Теорема 2. Если ФМК имеет представление остатка в форме
Лагранжа, то m = d + 1.

Док а з а т е л ь с т в о очевидно.

Теорема 3. Если АСТ формулы (2) есть d, то для любой f ∈
C[A,B] выполняется оценка

|Rn(f)| ≤
[∫ b

a

|w(x)|dx +
n∑

k=0

|Ak|
]

Ed(f), (4)

где Ed(f) — наилучшее приближение функции f полиномами степе-
ни d на промежутке [A, B].

Док а з а т е л ь с т в о. Вычесть из f и прибавить ее полином
наилучшего приближения, для которого формула точна. ¥

Будем считать, что дана последовательность квадратурных
формул ∫ b

a

w(x)f(x)dx ≈
n∑

k=1

An
kf(xn

k ).

(квадратурный процесс). АСТ формулы с номером n считаем равной
dn и сохраним для этих формул обозначения Qn(f) и Rn(f).

Следствие. Если все узлы xn
k ∈ [a, b],

∑n
k=1 |An

k | ≤ C и dn →
∞, то для любой f ∈ C[a, b]

n∑

k=1

An
kf(xn

k ) →
∫ b

a

w(x)f(x)dx.
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Зам е ч а н и е. Если d ≥ 0, то ввиду равенства

n∑

k=0

An
k =

∫ b

a

w(x)dx

в случае w(x) ≥ 0 и An
k > 0 оценку (4) можно переписать в виде

|Rn(f)| ≤ 2
∫ b

a

w(x)dxEd(f).

Пусть w(x) ≥ 0. Если среди коэффициентов Ak есть отрица-
тельные, то

∑
|Ak| >

∫ b

a

w(x)dx,

и оценка (4) хуже, чем в случае положительных коэффициентов.
Отсюда — требование положительности коэффициентов. Это суще-
ственно еще в одном отношении. Если значения f(xk) мы вычисля-
ем с погрешностями εk, про которые известно лишь, что |εk| ≤ ε,
то вызванная этими погрешностями ошибка в квадратурной сумме
оценивается через

∑n
k=0 |Ak|ε, причем эта оценка неулучшаема. Фор-

мулами, у которых среди коэффициентов имеются отрицательные,
обычно не пользуются.

Задача 1. Пусть АСТ формулы (2) есть d. Найдется ли полином pd+2

степени d + 2, для которого она точна?
Задача 2. Пусть w(x) ≥ 0 и k узлов формулы (2) принадлежат (a, b), а

остальные лежат вне этого промежутка. Показать, что тогда АСТ d ≤ n+ k− 1.

Задача 3. Показать, что квадратурная формулаZ 1

0
f(x)dx ≈ f(a),

где a ∈ (0, 1) и a 6= 1/2, не имеет представления остатка в форме Лагранжа.

§2 Квадратурные формулы с постоянным весом.
Формулы Котеса
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Пусть квадратурную формулу

∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑

k=1

Akf(xk) = Q1
n(f) (1)

мы хотим использовать для вычисления интеграла по промежутку
[c, d]. Сделав в интеграле по y ∈ [c, d] линейную замену переменной
интегрирования y = d−c

b−a (x−a)+ c и применив для вычисления полу-
ченного интеграла по [a, b] квадратурную формулу (1), мы придем к
приближенному равенству (квадратурной формуле)

∫ d

c

g(y)dy ≈
n∑

k=1

Bkg(yk) = Q2
n(g), (2)

где

Bk =
d− c

b− a
Ak, yk =

d− c

b− a
(xk − a) + c. (3)

Определение. ФМК (2) называется PODOBNOJ формуле (1),
если узлы и коэффициенты этих формул связаны равенствами (3)

Отметим основные свойства ФМК с постоянным весом и, в
частности, свойства подобных формул.

〈1〉 Если формулa (1) точна для постоянных (АСТ≥ 0), то∑
Ak = b− a.

〈2〉 Если формула (2) подобна (1), то и (1) подобна (2).
〈3〉 АСТ подобных формул совпадают.
Свойства 〈1〉 - 〈3〉 очевидны.
〈4〉 Если одна из подобных формул есть ИКФ, то и другая тоже.
Это свойство немедленно следует из 〈3〉 и теоремы 1 предыду-

щего параграфа. Таким образом, если UZLY интерполяционных квад-
ратурных формул (1) и (2) связаны формулой (3), то эти формулы
подобны — соотношения (3) для коэффициентов выполняются авто-
матически.

〈5〉 Если (1) есть ИКФ и все ее узлы расположены симметрично
(при всех k xk + xn+1−k = a + b), то Ak = An+1−k.
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Предыдущее свойство позволяет доказывать это лишь для
промежутка [−1, 1], а в этом случае достаточно сослаться на оче-
видное равенство для фундаментальных полиномов интерполяции в
случае симметрично расположенных узлов: lk(x) = ln+1−k(−x).

〈6〉 Если узлы ИКФ расположены симметрично, то ее АСТ есть
нечетное число.

Действительно, сводя задачу опять к случаю промежутка
[−1, 1] и используя предыдущее свойство, легко заметить, что наша
формула точна для всех нечетных полиномов.

〈7〉 Если ФМК (1) имеет представление остатка в форме Ла-
гранжа: R1

n(f) = C1f
(m)(ξ), то и (2) имеет такое представление:

R2
n(g) = C2g

(m)(η), где

C2 =
(

d− c

b− a

)m+1

C1.

Действительно, полагая f(x) = g
(

d−c
b−a (x− a) + c

)
, имеем

∫ d

c

g(y)dy =
d− c

b− a

∫ b

a

f(x)dx =
d− c

b− a

[
Q1

n(f) + R1
n(f)

]
=

= Q2
n(g) +

d− c

b− a
C1f

(m)(ξ) = Q2
n(g) +

(
d− c

b− a

)m+1

C1g
(m)(η),

где η = d−c
b−a (ξ − a) + c.

〈8〉 Если АСТ подобных формул (1) и (2) есть µ иR1
n(xµ+1) = r,

то

R2
n(yµ+1) =

(
d− c

b− a

)µ+2

r.

Достаточно доказать это свойство при [a, b] = [0, 1]. Ввиду ли-
нейности R2

n имеем:

R2
n(yµ+1) = R2

n

(
(y − c)µ+1

)
=

(d− c)

[∫ 1

0

(d− c)µ+1xµ+1dx−
n∑

k=1

(d− c)µ+1xµ+1
k

]
=

(d− c)µ+2R1
n(xµ+1).
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Прежде чем переходить к конкретным ФМК с постоянным
весом, докажем лемму, которая полезна при выводе представления
остаточных членов.

Лемма. Пусть q(x) – интегрируемая функция, причем q(x) ≥
0, функция g(x) непрерывна на [a, b] и ξ(x) – произвольное (без
каких-либо предположений о непрерывности) отображение проме-
жутка [a, b] в себя. Если написанный ниже интеграл I существует,
то найдется такая точка η ∈ [a, b], что

I =
∫ b

a

q(x)g
(
ξ(x)

)
dx =

∫ b

a

q(x)dx · g(η).

Док а з а т е л ь с т в о. Положим M = max g(x), m = min g(x).
Тогда

m ≤ I

/∫ b

a

q(x)dx = G ≤ M.

Будучи непрерывной, функция g принимает в некоторой точке η зна-
чение, равное G. ¥

fORMULOJ SREDNIH PRQMOUGOLXNIKOW называется ИКФ с един-
ственным узлом — серединой промежутка интегрирования:

∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)f
(

a + b

2

)
(4)

Из самого определения видно, что формулы средних прямоугольни-
ков для всех промежутков подобны. Легко видеть, что АСТ этих
формул d ≥ 1 (они точны для постоянных, являются ИКФ и “узел
расположен симметрично”). Представление остатка получим снача-
ла для промежутка [−1, 1]. Для f ∈ C(2)[−1, 1], используя лемму,
имеем:
∫ 1

−1

f(x)dx =
∫ 1

−1

(
f(0) + xf ′(0) +

1
2
x2f ′′(ξ(x))

)
dx = 2f(0) +

1
3
f ′′(η).

Согласно свойству 〈7〉 в случае промежутка [a, b] остаточный член
(4) имеет представление R(f) = (b−a)3

24 f ′′(η). Отсюда следует, что
АСТ формулы прямоугольников есть 1.
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fORMULAMI kOTESA называются ИКФ, узлами которых явля-
ются концы промежутка интегрирования и точки деления промежут-
ка на (n − 1) равных частей (число узлов n). Формула полностью
определяется промежутком и числом узлов. Все формулы Котеса с
одним числом узлов подобны. Для АСТ d согласно теореме 1 из §1
и свойству 〈6〉 получаются оценки: при четном n d ≥ n − 1, при
нечетном — d ≥ n. В действительности в этих неравенствах можно
поставить знак равенства (без доказательства).

Обратимся к частным случаям формул Котеса. Начнем с n =
2. Узлы этой формулы — a и b, и поскольку коэффициенты равны
(〈5〉) и в сумме дают b− a, то сама она имеет вид

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a

2
[
f(a) + f(b)

]

и ввиду очевидного геометрического смысла называется FORMULOJ
TRAPECIJ. Представление остатка этой формулы получим сначала
для [0, 1]. Для f ∈ C(2)[0, 1], используя теорему о представлении оста-
точного члена интерполяции, имеем

f(x) = P1(x)− x(1− x)f ′′(ξ)/2,

где P1 — интерполяционный полином функции f , построенный по
узлам 0 и 1. Поэтому, опять используя лемму и равенство

Q2(f) = Q2(P1) =
∫ b

a

P1(x)dx,

имеем

R2(f) =
∫ 1

0

f(x)dx−Q2(f) = −
∫ 1

0

x(1− x)
2

f ′′(x(ξ))dx = − 1
12

f ′′(η),

откуда для произвольного промежутка

R2(f) = − (b− a)3

12
f ′′(η).
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Этим, в частности, доказано равенство d = 1 для формулы трапеций.
При n = 3 формула Котеса называется FORMULOJ sIMPSONA.

Построим ее сначала для промежутка [−1, 1]. В этом случае узлы
формулы -1, 0 и 1, а коэффициенты удовлетворяют равенствам: A1 =
A3, A1 + A2 + A3 = 2. Поскольку

A2 =
∫ 1

−1

l2(x)dx =
∫ 1

−1

(1− x2)dx =
4
3
,

то A1 = A3 = 1/3 и для произвольного промежутка формула Симп-
сона выглядит так:

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a

6

[
f(a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f(b)

]
.

Выведем представление остаточного члена сначала для [−1, 1]. Для
функции f ∈ CIV [−1, 1] построим эрмитовский интерполяционный
полином P3(x) по узлам -1 и 1 первой кратности и 0 — второй. Тогда

f(x) = P3(x) +
1
4!

Ω(x)f IV (ξ), Ω(x) = −x2(1− x2),

и так как

Q3(f) = Q3(P3) =
∫ 1

−1

P3(x)dx,

то

R3(f) = − 1
4!

∫ 1

−1

x2(1− x2)f IV (ξ(x))dx = − 1
90

f IV (η)

и в случае произвольного промежутка [a, b]

R3(f) = − 1
90

(
b− a

2

)5

f IV (η).

Этим доказано и равенство d = 3 для формулы Симпсона.
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Приведем еще без вывода формулу Котеса при n = 4, называ-
емую PRAWILOM 3/8 nX@TONA:

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a

8

(
f(a) + 3f

(
2a + b

3

)
+ 3f

(
a + 2b

3

)
+ f(b)

)
,

R4(f) = − 2
405

(
b− a

2

)5

f IV (η).

Начиная с n = 9 среди коэффициентов формул Котеса появля-
ются отрицательные, и при n →∞ сумма абсолютных величин коэф-
фициентов быстро стремится к бесконечности. Поэтому при больших
n формулы Котеса не находят применения.

Задача. Показать, что если ИКФ имеет АСТ, равную n− 1 (n — число
узлов) и имеет представление остатка в форме Лагранжа, то в этом представле-
нии

C =
1

n!

Z b

a
ω(x)dx, ω(x) =

Y
(x− xk).

§3 Составные формулы
Рассматривается ситуация, когда для вычисления интеграла

I =
∫ b

a

f(x)dx (1)

мы хотим применить формулу
∫ 1

0

g(x)dx =
n∑

j=1

Ajg(xj) + R(g) = Q(g) + R(g), (2)

узлы которой принадлежат промежутку интегрирования: xj ∈ [0, 1],
но формула, подобная (2), не дает нужной точности. Тогда можно
разбить промежуток [a, b] на N равных частей и к интегралу по
каждой части применить формулу, подобную (2). Это приводит нас
к формуле

I = h

N−1∑

k=0

n∑

j=1

Ajf(yk + hxj) + RN (f) = QN (f) + RN (f), (3)
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где h = (b − a)/N , yk = a + kh. Формула (3) называется SOSTAWNOJ
ILI BOLX[OJ, а формула (2) по отношению к ней ISHODNOJ. Составная
формула содержит Nn узлов, если хотя бы одна из точек 0, 1 не
является узлом для формулы (2), и N(n − 1) + 1 узел в противном
случае.

Основные свойства составных формул.
〈1〉 Остаток RN (f) формулы (3) представим в виде

RN (f) =
N−1∑

k=0

Rk
N (f), Rk

N (f) =
∫ yk+1

yk

f(x)dx− h

n∑

j=1

Ajf(yk + hxj),

причем Rk
N (f) — это остатки квадратурных формул, подобных (2).

〈2〉 Если (2) имеет АСТ d и R(xd+1) = r (очевидно, что r 6= 0),
то RN (xd+1) = (b− a)hd+1r.

Док а з а т е л ь с т в о. Воспользоваться предыдущим свой-
ством и свойством 〈8〉 подобных формул (§2).

〈3〉. АСТ формул (2) и (3) совпадают.
Док а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что АСТ формулы (3) не

меньше, чем формулы (2). Обратное немедленно вытекает из преды-
дущего свойства. ¥

〈4〉. Если формула (2) имеет представление остатка в форме
Лагранжа:

R(g) = Cg(m)(ξ),

то и (3) имеет такое представление:

RN (f) = CNf (m)(η),

где
CN = C(b− a)hm.

Док а з а т е л ь с т в о. Применяя свойство 〈7〉 подобных фор-
мул, имеем

Rk
N (f) =hm+1Cf (m)(ηk), ηk ∈ (yk, yk+1),

RN (f) =hm+1C

N−1∑

k=0

f (m)(ηk),
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и так как найдется такая точка η, что
∑N−1

k=0 f (m)(ηk) = Nf (m)(η),
(используется непрерывность функции f (m)) и Nh = b − a, то этим
свойство доказано. ¥

Далее рассматривается POSLEDOWATELXNOSTX составных фор-
мул: исходная формула считается фиксированной, а N →∞.

〈5〉. Для того чтобы для любой непрерывной функции f по-
следовательность квадратурных сумм сходилась к интегралу (т.е.
RN (f) → 0), необходимо и достаточно, чтобы исходная формула (2)
была точна для постоянных1.

Док а з а т е л ь с т в о. 1) Достаточность. Представим квадра-
турную сумму в виде

QN (f) =
n∑

j=1

Aj

N−1∑

k=0

hf(yk + hxj).

Каждая внутренняя сумма здесь есть сумма Римана для рассматри-
ваемого интеграла и потому при N →∞ к нему сходится. Остается
воспользоваться тем, что

∑
Aj = 1.

2) Необходимость. Для функции f(x) ≡ 1 имеем

QN (1) = h

N−1∑

k=0

n∑

j=1

Aj = (b− a)
n∑

j=1

Aj ,

и так как QN (1) → (b− a), то
∑

Aj = 1 ¥
Определение Будем говорить, что для функции f последо-

вательность квадратурных формул (3) сходится с порядком m, если
найдется такая постоянная C, что при всех N |RN (f)| ≤ Chm.

〈6〉. Для того чтобы для любой m раз непрерывно дифферен-
цируемой функции f (f ∈ C(m)) последовательность (3) сходилась
с порядком m, необходимо и достаточно чтобы для АСТ исходной
формулы d выполнялось неравенство d ≥ m− 1.

1Это может быть выражено также словами: АСТ формулы (2) ≥ 0 илиP
Aj = 1.
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Док а з а т е л ь с т в о2. 1. Достаточность. Пусть f ∈ C(m) про-
извольна, d ≥ m − 1. Положим M = max[a,b] |f (m)(x)| и на каждом
промежутке [yk, yk+1] запишем f(x) по формуле Тейлора:

f(x) = f(yk) + (x− yk)f ′(yk) + · · ·+
(x− yk)m−1

(m− 1)!
f (m−1)(yk) +

(x− yk)m

m!
f (m)(ξk) =

= pm−1(x) +
(x− yk)m

m!
f (m)(ξk).

Здесь pm−1 ∈ Pm−1 ⊆ Pd, причем

‖f − pm−1‖C[yk,yk+1] ≤
M

m!
hm,

так что и наилучшее приближение функции f полиномами степени
не выше d на промежутке [yk, yk+1] удовлетворяет неравенству

Ed(f ; [yk, yk+1]) ≤ M

m!
hm.

Используя оценку остатка квадратурной формулы через наилучшее
приближение (теорема 3 из §1), теперь имеем

Rk
N (f) ≤ [

h + h
∑

|Aj |
]
Ed(f ; [yk, yk+1]) ≤

[
1 +

∑
|Aj |

]Mhm+1

m!
.

Cуммируя все эти оценки: RN (f) ≤ Chm, где C = M(b − a)[1 +∑ |Aj |]/m!.
2. Необходимость. Согласно свойству 〈2〉 остаток RN (f) для

функции f(x) = xd+1 есть (b−a)hd+1r и в случае d < m−1 окажется
RN (f)/hm →∞ ¥

Как видно из доказательства, в части необходимости это
утверждение допускает усиление: слова “для любой m раз непре-
рывно дифференцируемой функции” можно заменить на “для любого
полинома”.

2Если исходная формула имеет представление остатка в форме Лагранжа,
то свойство 〈6〉 легко следует из этого представления.
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Наиболее употребительными являются составные формулы
средних прямоугольников, трапеций и Симпсона. Выпишем эти фор-
мулы. При этом представление остаточного члена сразу же получа-
ется из представления остаточного члена исходной формулы при-
менением свойства 〈4〉. Конечно, приводимые формулы для остатка
верны лишь в том случае, если подынтегральная функция нужное
число раз непрерывно дифференцируема.

Составная формула средних прямоугольников:
∫ b

a

f(x)dx ≈ h

N∑

k=1

f

(
a +

2k − 1
2

h

)
,

h =
b− a

N
, R(f) =

b− a

24
h2f ′′(ξ).

Составная формула трапеций:
∫ b

a

f(x)dx ≈ h

2
f(a) + h

N−1∑

k=1

f(a + kh) +
h

2
f(b),

h =
b− a

N
, R(f) = −b− a

12
h2f ′′(ξ).

Как видно из представления остатков этих двух формул, если
вторая производная функции f сохраняет на [a, b] знак, то квадра-
турные суммы средних прямоугольников и трапеций дают двухсто-
ронние приближения к интегралу.

Составная формула Симпсона:∫ b

a

f(x)dx ≈

h

3

[
f(a) + 2

N−1∑

k=1

f(a + 2kh) + 4
N∑

k=1

f
(
a + (2k − 1)h

)
+ f(b)

]
,

h =
b− a

2N
, R(f) = −b− a

180
h4f IV (ξ).

Задача. Показать, что свойства 〈3〉 и 〈4〉 составных формул (второе из

них с изменением представления для CN ) сохраняются и в том случае, если

составная формула строится на основе NERAWNOMERNOGO разбиения отрезка [a, b]

на части.
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§4 Квадратурные формулы гауссова типа
Вернемся к рассмотрению формул с весом w(x). На всем про-

тяжении параграфа функцию w будем считать суммируемой, неот-
рицательной и отличной от нуля на множестве положительной меры.
Квадратурная формула с n узлами содержит 2n параметров — кро-
ме узлов еще и коэффициенты. Требование, чтобы ее АСТ была не
ниже d, налагает на эти параметры d + 1 условие (точность для xj ,
j = 0, . . . , d). Поэтому можно рассчитывать на существование квад-
ратурной формулы с n узлами и АСТ 2n − 1. О таких формулах и
идет речь в этом параграфе. Но сначала некоторые вспомогательные
сведения.

Для полиномов f, g определим скалярное произведение:

(f, g) =
∫ b

a

w(x)f(x)g(x)dx.

Оно обладает обычными свойствами скалярного произведения: 1) ли-
нейность по каждому аргументу, 2) (g, f) = (f, g), 3) (f, f) ≥ 0, и
(f, f) = 0 тогда и только тогда, когда f(x) ≡ 0. Полиномы f и g
назовем ортогональными, если (f, g) = 0. Если f ортогонален g1 и
g2, то он ортогонален и α1g1 + α2g2.

Отметим очевидный факт: если qk — полиномы степени в
точности k, то любой полином pn ∈ Pn допускает представление
pn(x) =

∑n
k=0 ckqk(x).

Теорема 1. Существует и притом единственный с точно-
стью до постоянного множителя полином ωn(x), ортогональный всем
qn−1 ∈ Pn−1. Полиномы ωn называются ортогональными полинома-
ми.

Док а з а т е л ь с т в о. Положим ω0 = 1.
1) Существование. Метод индукции. При n = 1 достаточно

положить ω1 = x− a, где a = (x, 1)/(1, 1). Пусть для k = 1, . . . , n− 1
существование ωk уже доказано. Полином

ωn(x) = xn − an−1ωn−1(x)− · · · − a0ω0(x), ak = (xn, ωk)/(ωk, ωk),

ортогонален полиномам ωk, а значит, и всем qn−1 ∈ Pn−1.
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2) Единственность. От противного. Пусть ωn и ω′n — два ор-
тогональных полинома со старшими коэффициентами an и a′n. То-
гда ωn/an − ω′n/a′n — многочлен степени не выше n − 1, ортого-
нальный сам себе и потому тождественно равный нулю, так что
ω′n = (a′n/an)ωn. ¥

Теорема 2. Все корни ортогонального многочлена ωn(x) ве-
щественны, различны и принадлежат (a, b).

Док а з а т е л ь с т в о. Убедимся, что ωn имеет на (a, b) n то-
чек перемены знака. Пусть их m < n и это x1, . . . , xm. Тогда поло-
жим qm(x) = (x − x1) . . . (x − xm) ∈ Pn−1. Функция w(x)ω(x)qm(x)
сохраняет на (a, b) знак, и потому (ωn, qm) 6= 0, что противоречит
ортогональности. ¥

Теорема 3. Для того чтобы квадратурная формула

∫ b

a

w(x)f(x)dx ≈
n∑

k=1

Akf(xk) = Qn(f) (1)

имела АСТ 2n− 1, необходимо и достаточно:
1) (1) есть ИКФ,
2) узлы xk суть корни ортогонального полинома ωn.
Док а з а т е л ь с т в о. 1) Необходимость первого условия следу-

ет из теоремы об АСТ ИКФ. Докажем необходимость второго. Пусть
(1) точна для всех p ∈ P2n−1. Положим ωn(x) = (x − x1) . . . (x − xn)
и пусть qn−1 ∈ Pn−1 произволен. Тогда ωnqn−1 ∈ P2n−1 и потому

(ωn, qn−1) =
n∑

k=1

Akωn(xk)qn−1(xk) = 0,

так что ωn — ортогональный полином.
2) Достаточность. Пусть выполнены условия 1) и 2). Покажем,

что (1) точна для всех полиномов степени 2n − 1. Возьмем любой
такой полином P2n−1(x) и по узлам xk построим для него интер-
поляционный полином rn−1 ∈ Pn−1, так что rn−1(xk) = P2n−1(xk),
k = 1, . . . , n. Полином P2n−1 − rn−1 имеет точки xk своими кор-
нями, и потому делится на ωn(x) = c(x − x1) . . . (x − xn), так что
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P2n−1(x) = ωn(x)qn−1(x)+ rn−1(x), где qn−1 ∈ Pn−1 — соотваетству-
ющее частное. Учитывая, что (1) как ИКФ точна для всех полиномов
степени не выше n− 1, имеем

∫ b

a

w(x)P2n−1(x)dx =
∫ b

a

w(x)ωn(x)qn−1(x)dx+
∫ b

a

w(x)rn−1(x)dx =

=
∫ b

a

w(x)rn−1(x) =
n∑

k=1

Akrn−1(xk) =

n∑

k=1

AkP2n−1(xk).

Поскольку квадратурная формула с неотрицательным весом и n уз-
лами не может иметь АСТ больше 2n−1, то этим теорема доказана.
¥

Определение. Формула (1), имеющая при n узлах АСТ 2n−1,
называется FORMULOJ GAUSSOWA TIPA или FORMULOJ NAIWYS[EJ STE-
PENI TO^NOSTI.

Следствие. При наложенных на вес w(x) условиях при каж-
дом n формула гауссова типа существует и единственна.

Отметим свойства формул гауссова типа.
〈1〉 Коэффициенты такой формулы положительны: Ak > 0.
Док а з а т е л ь с т в о. Для полиномов l2k(x), где lk(x) — фун-

даментальные полиномы интерполяции по узлам xk (lk(xj) = δkj),
имеющие степень n− 1, формула точна. Поэтому

0 <

∫ b

a

w(x)l2k(x)dx =
n∑

j=1

Aj l
2
k(xj) = Ak. ¥

〈2〉Формула гауссова типа имеет представление остатка в фор-
ме Лагранжа:

Rn(f) = Cnf (2n)(ξ), Cn =
1

(2n)!

∫ b

a

w(x)ω2
n(x)dx,
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где ωn(x) — ортогональный полином со старшим коэффициентом,
равным единице.

Док а з а т е л ь с т в о. Для f ∈ C(2n)[a, b] построим эрмитов-
ский интерполяционный полином P2n−1 ∈ P2n−1 по узлам xk крат-
ности 2. Тогда

f(x)− P2n−1(x) =
Ω2n(x)
(2n)!

f (2n)(η(x)),
(
Ω2n(x) = ω2

n(x)
)

и т.к. Rn(P2n−1) = 0, так что Rn(f) = Rn(f − P2n−1), и Qn(f) =
Qn(P2n−1), то

Rn(f) =
∫ b

a

w(x)
Ω2n(x)
(2n)!

f (2n)(η(x))dx =
1

(2n)!

∫ b

a

w(x)ω2
n(x)dx f (2n)(ξ)

(мы воспользовались леммой из §2). ¥
〈3〉 Для остатка справедлива оценка

Rn(f) ≤ 2
∫ b

a

w(x)dxE2n−1(f).

Это — непосредственное следствие теоремы 3 из §1.
〈4〉 Для любой непрерывной функции f ∈ C[a, b] при n →∞

Qn(f) →
∫ b

a

w(x)f(x)dx.

Это немедленно следует из〈3〉.
Определение. Квадратурная формула гауссова типа для про-

межутка [−1, 1] с весом w(x) ≡ 1 называется KWADRATURNOJ FORMULOJ
gAUSSA.

Зам е ч а н и е. Для любого промежутка [a, b] формула гауссова
типа с весом w(x) ≡ 1 подобна формуле Гаусса. Обычно формулы,
подобные формуле Гаусса, также называют формулами Гаусса.
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Определение. mNOGO^LENOM lEVANDRA степени n называется

Pn(x) =
n!

(2n)!
dn

dxn
(x2 − 1)n.

Теорема 4.Многочлен Лежандра есть ортогональный на про-
межутке [−1, 1] с весом w(x) ≡ 1 полином. Его старший коэффициент
равен единице.

Док а з а т е л ь с т в о. То, что Pn есть полином степени n со
старшим коэффициентом единица, очевидно. Покажем ортогональ-
ность. Учитывая, что при k < n

dk

dxk
(x2 − 1)n

∣∣
x=±1

= 0,

и интегрируя по частям, для любого полинома qn−1 ∈ Pn−1 имеем

∫ 1

−1

Pn(x)qn−1(x)dx =
n!

(2n)!

∫ 1

−1

dn

dxn
(x2 − 1)nqn−1(x)dx =

= (−1)n n!
(2n)!

∫ 1

−1

Pn(x)
dn

dxn
qn−1(x)dx = 0,

т.к. dn

dxn qn−1(x) ≡ 0. ¥
Корни многочлена Лежандра являются узлами квадратурной

формулы Гаусса. Сам этот многочлен в зависимости от четности или
нечетности n является четной или нечетной функцией. Поэтому (см.
также свойство 〈5〉 из §2) верна

Теорема 5. Узлы квадратурной формулы Гаусса симметрич-
ны (при нумерации в порядке возрастания xk = −xn+1−k), а коэф-
фициенты при симметричных узлах равны (Ak = An+1−k).

Лемма. Справедливо равенство

In =
∫ 1

−1

(1− x2)ndx = 2
(2n)!!

(2n + 1)!!
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Применяя интегрирование по частям,
имеем

In =
∫ 1

−1

(1− x2)n−1(1− x2)dx = In−1 − 1
2

∫ 1

−1

x[2x(1− x2)n−1]dx =

= In−1 +
1
2n

∫ 1

−1

x[(1− x2)n]′dx = In−1 − 1
2n

In,

так что In = 2n
2n+1In−1 и остается применить метод математической

индукции, учитывая, что Io = 2. ¥
Следствие. Справедливо равенство

Jn =
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx = 2

n!
(2n)!

(2n)!!
(2n + 1)!!

n!.

Док а з а т е л ь с т в о. Интегрируя по частям:

Jn =
n!

(2n)!

∫ 1

−1

Pn(x)[(x2 − 1)n](n)dx =

= (−1)n n!
(2n)!

∫ 1

−1

P (n)
n (x)(x2 − 1)ndx =

n!
(2n)!

n!In

(здесь учтено, что P
(n)
n (x) ≡ n!), и остается воспользоваться леммой.

¥
Теорема 6. Для квадратурной формулы Гаусса при f ∈

C(2n)[−1, 1] справедливо представление остатка

Rn(f) = Cnf (2n)(ξ), Cn =
22n+1(n!)4

(2n + 1)[(2n)!]3
.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно свойству 〈2〉 доказываемое
представление имеет место при Cn = 1

(2n)!Jn. Остается воспользо-
ваться доказанным следствием и равенствами

(2n)!! = 2nn!, (2n + 1)!! =
(2n + 1)!

(2n)!!
=

(2n + 1)(2n)!
2nn!

¥
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Зам е ч а н и е 1. Постоянные Cn очень быстро убывают. При-
ведем несколько первых из них:

C2 =
1

135
, C3 =

1
15750

C4 =
1

3472875
.

Зам е ч а н и е 2. При n = 1 формула Гаусса совпадает с фор-
мулой средних прямоугольников.

Зам е ч а н и е 3. При n = 2 в представление остаточного члена
формулы Гаусса, как и для формулы Симпсона, входит 4-ая про-
изводная, но коэффициенты при них имеют противоположные зна-
ки. Поэтому если четвертая производная функции сохраняет знак на
промежутке интегрирования, то квадратурные суммы Гаусса (при
n = 2) и Симпсона дают двусторонние приближения к интегралу.
То же относится и к построенным на основе этих формул составным
квадратурным формулам.

Задача 1. Доказать ортогональность многочленов Чебышева на про-
межутке [−1, 1] с весом w(x) = 1/

√
1− x2.

Задача 2. Пусть xk и Ak (k = 1, . . . , n) — узлы и коэффициенты формулы
гауссова типа, bωk(x) (k = 0, 1, . . . ) — ортогональные полиномы, нормированные
условием (bωk, bωk) = 1. Доказать, что

A =

0BB@
√

A1bω0(x1)
√

A2bω0(x2) . . .
√

Anbω0(xn)√
A1bω1(x1)

√
A2bω1(x2) . . .

√
Anbω1(xn)

. . . . . . . . . . . .√
A1bωn−1(x1)

√
A2bωn−1(x2) . . .

√
Anbωn−1(xn)

1CCA −

ортогональная матрица (AAT = E).
Задача 3. Используя предыдущую задачу, показать, что коэффициенты

квадратурной формулы гауссова типа можно вычислять по формулам:

Ak =

0@n−1X
j=0

bω2
j (xk)

1A−1

.

§5 Интегрирование периодических функций
Рассмотрим задачу построения квадратурных формул вида

∫ a+2π

a

f(x)dx ≈
n∑

k=1

Akf(xk) (1)
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для интегрирования 2π-периодических функций. Ввиду периодично-
сти стоящий слева интеграл не зависит от a, а узлы формулы мож-
но считать принадлежащими некоторому промежутку длиной 2π:
x1 < x2 < · · · < xn < x1 + 2π.

Периодические функции естественно приближать
тригонометрическими полиномами, и мы будем говорить, что
(1) имеет тригонометрическую степень точности d, если она точна
для всех тригонометрических полиномов порядка не выше d и
неточна хоть для одного полинома порядка d + 1, т.е. она точна для
функций 1, cosx, sin x, . . . , cos dx, sin dx и неточна хотя бы для одной
из функций cos(d + 1)x, sin(d + 1)x.

Теорема 1. Тригонометрическая степень точности формулы
(1) не более, чем n− 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Функция

Tn(x) =
n∏

k=1

(
1− cos(x− xk)

)

есть тригонометрический полином порядка n. Он принимает лишь
неотрицательные значения, и интеграл от него положителен. В то
же время во всех узлах он обращается в нуль, и квадратурная сумма
равна нулю, так что (1) не точна для этого тригонометрического
полинома. ¥

Теорема 2. Квадратурная формула
∫ a+2π

a

f(x)dx ≈ h

n−1∑

k=0

f(α + kh) = Qn(f) (h = 2π/n) (2)

при любом α имеет тригонометрическую степень точности n− 1.
Док а з а т е л ь с т в о. Достаточно убедиться, что (2) точна для

функций eimx при m = 0, . . . , n− 1. При m = 0 (ei0x = 1) интеграл и
квадратурная сумма равны 2π. Пусть 1 ≤ m ≤ n−1. Тогда интеграл
равен нулю. Подсчитаем квадратурную сумму.

1
h

Qn(eimx) =
n−1∑

k=0

eim(α+kh) = eimα
n−1∑

k=0

eimkh = eimα 1− einmh

1− eimh
= 0,
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т.к. eimnh = ei2πm = 1, а поскольку 0 < mh < 2π, то eimh 6= 1. ¥
Зам е ч а н и е 1. Формулу (2) называют FORMULOJ NAIWYS[EJ

TRIGONOMETRI^ESKOJ STEPENI TO^NOSTI.
Зам е ч а н и е 2.Как уже отмечалось, для периодических функ-

ций интеграл, стоящий в правой части (2), не зависит от a. Если
считать a = α− h/2, то (2) есть составная формула средних прямо-
угольников. Если считать a = α и переписать квадратурную сумму
в виде

Qn(f) = h

(
1
2
f(a) +

n−1∑

k=1

f(a + kh) +
1
2
f(a + 2π)

)
,

то (2) предстанет, как составная формула трапеций. Таким обра-
зом, при интегрировании периодических функций составные форму-
лы прямоугольников и трапеций имеют наивысшую тригонометри-
ческую степень точности.


