
Ãëàâà I. Òåîðèÿ ÷èñåë

1. Òåîðèÿ äåëèìîñòè
Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë. Íà ìíîæåñòâå âñåõ öåëûõ ÷èñåë Z îïðåäåëåíû äâå áèíàð-
íûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Êàê õîðîøî èçâåñòíî èç
øêîëüíîãî êóðñà, ýòè îïåðàöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) a + (b + c) = (a + b) + c äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Z (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(2) a + b = b + a äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ Z, ÷òî 0 + a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ Z;
(4) äëÿ ëþáîãî a ∈ Z ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −a ∈ Z, ÷òî a + (−a) = 0;
(5) a(bc) = (ab)c äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Z (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(6) ab = ba äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(7) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 1 ∈ Z, ÷òî 1 · a = a · 1 = a äëÿ ëþáîãî a ∈ Z;
(8) a(b+c) = ab+ac, (a+b)c = ac+bc äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Z (äèñòðèáóòèâíîñòü

óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ).
Ìíîæåñòâî A, íà êîòîðîì çàäàíû äâå áèíàðíûå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíî-

æåíèå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1)−(4) è (8), íàçûâàåòñÿ êîëüöîì. Êîëüöî A
íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà (5), êîììóòàòèâíûì, åñ-
ëè âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà (6), êîëüöîì ñ åäèíèöåé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà (7).
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëü-
öî ñ åäèíèöåé. Îáû÷íî åäèíèöà êîëüöà îáîçíà÷àåòñÿ öèôðîé 1; îäíàêî, èíîãäà
ïðèõîäèòñÿ óêàçûâàòü, åäèíèöåé êàêîãî èìåííî êîëüöà A îíà ÿâëÿåòñÿ, è òîãäà
ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå 1A.

Çàâåðøèì ýòîò ïóíêò íåñêîëüêèìè çàìå÷àíèÿìè îá àêñèîìàõ êîëüöà. Àêñè-
îìû (1)-(4) îçíà÷àþò â òî÷íîñòè, ÷òî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ êîëüöî
ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. Äàëåå, â àêñèîìó (8) âêëþ÷åíû äâà ñîîòíîøåíèÿ äèñ-
òðèáóòèâíîñòè, ïîòîìó ÷òî êîëüöî íå îáÿçàíî áûòü êîììóòàòèâíûì, à â íåêîì-
ìóòàòèâíîì êîëüöå ëåâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü íå îáÿçàòåëüíî âëå÷åò ïðàâóþ äèñ-
òðèáóòèâíîñòü (ïðàâäà, ÿ çàòðóäíÿþñü, êàêîå èç ñîîòíîøåíèé a(b + c) = ab + ac,
(a+b)c = ac+bc íàçâàòü ëåâîé, à êàêîå ïðàâîé äèñòðèáóòèâíîñòüþ). Òî æå ñàìîå
îòíîñèòñÿ è ê àêñèîìå (7): ëåâàÿ åäèíèöà íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà íå îáÿçàíà
áûòü ïðàâîé åäèíèöåé.

Îáëàñòè öåëîñòíîñòè. Êîíå÷íî, ñâîéñòâà êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z íå îãðàíè÷è-
âàþòñÿ òîëüêî òåì, ÷òî Z � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Îòìåòèì
åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî: åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíî 0, òî õîòÿ
áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ðàâåí 0. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êëàññ êî-
ëåö, îáëàäàþùèõ åùå è ýòèì ñâîéñòâîì. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå
êîëüöî ñ 1; A íàçûâàåòñÿ êîëüöîì áåç äåëèòåëåé 0 èëè, êîðî÷å, îáëàñòüþ öåëîñò-
íîñòè, åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A ìîæåò áûòü ðàâíûì 0 òîëüêî
åñëè õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ðàâåí 0. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè A � îáëàñòü öå-
ëîñòíîñòè, a, b ∈ A è ab = 0, òî a = 0 èëè b = 0. Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z � ïðèìåð
îáëàñòè öåëîñòíîñòè.

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì îáëàñòåé öåëîñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîêðàùå-
íèÿ ðàâåíñòâ íà íåíóëåâîé ìíîæèòåëü.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Åñëè a, b, c ∈ A, ab = ac è
a 6= 0, òî b = c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ab = ac, òî a(b − c) = 0. Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü a â ýòîì
ïðîèçâåäåíèè îòëè÷åí îò 0; ïîñêîëüêó A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, íóëþ ðàâåí âòî-
ðîé ñîìíîæèòåëü b− c. Èòàê, b− c = 0, ò.å. b = c.
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Äåëèìîñòü. Õîòÿ â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èìåòü â âèäó òîëüêî êîëüöî öåëûõ
÷èñåë, ìíîãèå ïîíÿòèÿ è ôàêòû îñíîâàíû ëèøü íà òîì, ÷òî Z � êîììóòàòèâíîå
àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, è ëèøü èíîãäà íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå, ÷òî Z � îáëàñòü öå-
ëîñòíîñòè. Ïîýòîìó ìû è áóäåì èõ ôîðìóëèðîâàòü â ýòîé áîëåå îáùåé ñèòóàöèè;
ýòî ïîçâîëèò â ñëåäóþùåé ãëàâå ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû ê äðóãîìó êîììóòàòèâ-
íîìó àññîöèàòèâíîìó êîëüöó ñ 1 � êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ.

Âñþäó äàëüøå A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Ïóñòü a, b ∈ A;
ìû ãîâîðèì, ÷òî a äåëèòñÿ íà b è ïèøåì a÷ b (èëè èíîãäà b | a), åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò c ∈ A, ÷òî a = bc. Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè ñîáðàíû îñíîâíûå
ñâîéñòâà äåëèìîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 2. (1) 0÷ c äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà c ∈ A;

(2) åñëè a, b, c ∈ A, a÷ c, b÷ c, òî (a± b)÷ c;
(3) åñëè a, x, c ∈ A, a÷ c, òî ax÷ c;
(4) a÷ 1 è a÷ a äëÿ ëþáîãî a ∈ A;
(5) åñëè a ∈ A è a÷ 0, òî a = 0;
(6) åñëè a, b, c ∈ A, a÷ b, b÷ c, òî a÷ c.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). 0 = c · 0. (4). a = 1 · a.
(2). Åñëè a ÷ c, b ÷ c, òî ñóùåñòâóþò u, v ∈ A, òàêèå ÷òî a = cu, b = cv. Òîãäà

(a± b) = cu± cv = c(u± v); ïîñêîëüêó u± v ∈ A, ýòî è çíà÷èò, ÷òî (a± b)÷ c.
(3). Åñëè a ÷ c, x ∈ A, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò u ∈ A, òàêîé ÷òî a = cu. Òîãäà

ax = (cu)x = c(ux); ïîñêîëüêó ux ∈ A, ýòî è çíà÷èò, ÷òî ax÷ c.
(5). Åñëè a ÷ 0, , òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò u ∈ A, òàêîé ÷òî a = 0 · u. Èòàê,

a = 0 · u = 0.
(6). Åñëè a ÷ b, b ÷ c, òî ñóùåñòâóþò u, v ∈ A, òàêèå ÷òî a = bu, b = cv. Òîãäà

a = (cv)u = c(vu); ïîñêîëüêó vu ∈ A, ýòî è çíà÷èò, ÷òî a÷ c.
Ñðàâíåíèÿ. Ñ ïîíÿòèåì äåëèìîñòè òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ.
Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, è ïóñòü n ∈ A. Ìû ãîâîðèì,
÷òî ýëåìåíòû a, b ∈ A ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n è ïèøåì a ≡ b (mod n), åñëè
(a− b)÷ n.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, è
ïóñòü n ∈ A.

(1) a ≡ a (mod n) äëÿ âñÿêîãî a ∈ A (ðåôëåêñèâíîñòü ñðàâíåíèÿ);
(2) åñëè a, b ∈ A è a ≡ b (mod n), òî b ≡ a (mod n) (ñèììåòðè÷íîñòü ñðàâ-

íåíèÿ);
(3) åñëè a, b, c ∈ A è a ≡ b (mod n), b ≡ c (mod n), òî a ≡ c (mod n) (òðàí-

çèòèâíîñòü ñðàâíåíèÿ);
(4) åñëè a, b, c, d∈A è a≡c (mod n), b≡d (mod n), òî (a± b)≡(c± d) (mod n),

ab ≡ cd (mod n);
(5) åñëè a, b, m ∈ A è a ≡ b (mod n), òî am ≡ bm (mod nm);
(6) åñëè A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, a, b, m ∈ A, m 6= 0 è am ≡ bm (mod nm),

òî a ≡ b (mod n)
(7) åñëè a, b ∈ A, a ≡ b (mod n) è n÷m, òî a ≡ b (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) a− a = 0÷ n, à ýòî è çíà÷èò, ÷òî a ≡ a (mod n).
(2) Åñëè a ≡ b (mod n), òî (a − b) ÷ n; íî òîãäà (b − a) = (−1)(a − b) ÷ n, ò.å.

b ≡ a (mod n).
(3) Åñëè a ≡ b (mod n), b ≡ c (mod n), òî (a − b) ÷ n, (b − c) ÷ n; íî òîãäà è

(a− c) = (a− b) + (b− c)÷ n, ò.å. a ≡ c (mod n).
(4) Åñëè a ≡ c (mod n), b ≡ d (mod n), òî (a− c)÷ n, (b− d)÷ n, è ïîòîìó

(a± b)− (c± d) = (a− c)± (b− d)÷ n,

ab− cd = ab− cb + cb− cd = (a− c)b + c(b− d)÷ n,



à ýòî è çíà÷èò, ÷òî (a± b) ≡ (c± d) (mod n), ab ≡ cd (mod n).
(5) Åñëè a ≡ b (mod n), òî (a− b)÷ n, è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c ∈ A, òàêîé ÷òî

a− b = nc; íî òîãäà am− bm = (a− b)m = nmc÷ nm, ò.å. am ≡ bm (mod nm).
(6) Åñëè am ≡ bm (mod nm), òî am − bm ÷ nm, è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c ∈ A,

òàêîé ÷òî a−b)m = am−bm = ncm. Íî A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, è ïîýòîìó ìîæíî
ñîêðàòèòü îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ýëåìåíò m 6= 0; òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî
a− b = nc÷ n, ò.å. a ≡ b (mod n).

(7) Åñëè a ≡ b (mod n), òî (a− b)÷ n; åñëè ê òîìó æå n÷m, òî (a− b)÷m, è
a ≡ b (mod m)

Àññîöèèðîâàííûå ýëåìåíòû. Ýëåìåíòû a, b ∈ A íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè,
åñëè a ÷ b, b ÷ a. Äëÿ çàïèñè òîãî, ÷òî a è b àññîöèèðîâàíû, ìû ïðèìåíÿåì
îáîçíà÷åíèå a ∼ b.
Ïðåäëîæåíèå 4. (1) a ∼ a äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a ∈ A;

(2) åñëè a, b ∈ A, a ∼ b, òî b ∼ a;
(3) åñëè a, b, c ∈ A, a ∼ b, b ∼ c, òî a ∼ c;
(4) åñëè a ∼ a′, b ∼ b′, a÷ b, òî a′ ÷ b′;
(5) åñëè a ∈ A è a ∼ 0, òî a = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óòâåðæäåíèé ïðåäëîæåíèÿ 1.

Â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z ÷èñëà a, b àññîöèèðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a = ±b. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà a ∈ Z íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå àññîöèè-
ðîâàííîå ñ íèì íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Äåëèòåëè 1. Ýëåìåíò ε ∈ A íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì 1, èëè îáðàòèìûì ýëåìåíòîì
êîëüöà A, åñëè 1 ÷ ε. Ïîñêîëüêó ε, êàê è ëþáîé ýëåìåíò èç A, äåëèòñÿ íà 1, ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî äåëèòåëü åäèíèöû � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ýëåìåíò, àññîöèèðî-
âàííûé ñ 1. Â êîëüöå Z åäèíñòâåííûìè äåëèòåëÿìè 1 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1 è −1; â
äðóãèõ êîëüöàõ äåëèòåëåé 1 ìîæåò áûòü áîëüøå.

Åñëè ε � äåëèòåëü 1, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ A, òàêîé ÷òî 1 = εx. Îí åäèí-
ñòâåí: åñëè 1 = εy, òî y = y · 1 = y(εx) = (yε)x = 1 · x = x. Åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
x, òàêîé ÷òî 1 = εx, íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ε ýëåìåíòîì è îáîçíà÷àåòñÿ ε−1.
Îòñþäà ïðîèñõîäèò âòîðîå íàçâàíèå äåëèòåëåé åäèíèöû � îáðàòèìûå ýëåìåíòû,
ò.å. òàêèå ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ åñòü îáðàòíûé ýëåìåíò.
Ïðåäëîæåíèå 5. (1) 1 � äåëèòåëü 1;

(2) åñëè ε, δ � äåëèòåëè 1, òî εδ � äåëèòåëü 1, ïðè÷åì (εδ)−1 = ε−1δ−1;
(3) åñëè ε � äåëèòåëü 1, òî ε−1 � òîæå äåëèòåëü 1, ïðè÷åì (ε−1)−1 = ε;
(4) åñëè a � ëþáîé ýëåìåíò èç A, à ε � äåëèòåëü 1, òî a ∼ aε;
(5) îáðàòíî, åñëè A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, è ýëåìåíòû a, b ∈ A àññîöèè-

ðîâàíû, òî ñóùåñòâóþò òàêèå äåëèòåëè 1 ε, δ, ÷òî a = bε, b = aδ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1 î÷åâèäíî. Åñëè ε, δ � äåëèòåëè 1, òî

1 = (εδ)(ε−1δ−1)÷ (εδ),

è ε−1δ−1 � îáðàòíûé ê εδ ýëåìåíò. Òî÷íî òàê æå, åñëè ε � äåëèòåëü 1, òî 1 =
ε−1ε ÷ ε−1, è ε � îáðàòíûé ê ε−1 ýëåìåíò. Ïóñòü òåïåðü ε � äåëèòåëü 1 è a ∈ A;
òîãäà aε÷ a, a = aεε−1 ÷ aε, ò.å. a è aε àññîöèèðîâàíû.

Íàêîíåö, äîêàæåì (5). Óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî, åñëè a = 0. Ïóñòü a 6= 0,
a ∼ b; òîãäà a ÷ b, b ÷ a, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû ε, δ ∈
A, ÷òî a = bε, b = aδ. Ïîäñòàâëÿÿ îäíî èç ýòèõ ðàâåíñòâ â äðóãîå, ïîëó÷àåì:
a · 1 = a = bε = aδε. Ñîêðàòèâ íà a 6= 0 (à ýòî âîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî A � îáëàñòü
öåëîñòíîñòè), ïîëó÷àåì, ÷òî 1 = δε, ò.å. ÷òî ε è δ � äåëèòåëè 1.



2. Èäåàëû è äåëèìîñòü
Èäåàëû êîëüöà. Ïîäìíîæåñòâî I êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ 1 íàçûâàåòñÿ èäåàëîì
êîëüöà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

(1) 0 ∈ I;
(2) åñëè a, b ∈ I, òî a± b ∈ I;
(3) åñëè a ∈ I, à x � ëþáîé ýëåìåíò èç A, òî ax ∈ I.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå èäåàëû îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîèçâîëüíûõ êîëüöàõ, íå
îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíûõ è ñ 1; îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå èäåàëà
è íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ îá èäåàëàõ ñòàíîâÿòñÿ ÷óòü-÷óòü ñëîæíåå.

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè (1)-(3) èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
c ∈ A ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç A, äåëÿùèõñÿ íà c, ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà
A. Íåìíîãî óñëîæíèâ ýòîò ïðèìåð, óêàæåì åùå îäíó êîíñòðóêöèþ äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ èäåàëîâ.

Ïóñòü a1, . . . , an � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû êîëüöà A. ×åðåç (a1, . . . , an) îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà x1a1 + · · · + xnan, ãäå êîýôôèöèåíòû
x1, . . . , xn íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðîáåãàþò âñå êîëüöî A.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , an ∈ A ìíîæåñòâî (a1, . . . , an)
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî (a1, . . . , an) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (1)-(3) îïðåäåëåíèÿ èäåàëà.

(1). 0 = 0 · a1 + · · ·+ 0 · an ∈ (a1, . . . , an);
(2). Ïóñòü a = x1a1 + · · · + xnan, b = y1a1 + · · · + ynan � ëþáûå ýëåìåíòû èç

(a1, . . . , an) (çäåñü x1, y1, . . . , xn, yn � êàêèå-òî ýëåìåíòû èç A). Òîãäà

a± b = (x1a1 + · · ·+ xnan)± (y1a1 + · · ·+ ynan) =

= (x1 ± y1)a1 + · · ·+ (xn ± yn)an ∈ (a1, . . . , an).

(3). Ïóñòü a = x1a1 + · · ·+ xnan ∈ (a1, . . . , an), è ïóñòü x ∈ A. Òîãäà
ax = (x1a1 + · · ·+ xnan)x = (x1x)a1 + · · ·+ (xnx)an ∈ (a1, . . . , an).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Èäåàë (a1, . . . , an) íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòàìè a1, . . . , an ∈
A. Èäåàë (c), ïîðîæäåííûé åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì c ∈ A, íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì
èäåàëîì êîëüöà A, ïîðîæäåííûì c. Ãëàâíûé èäåàë (c) ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ
âèäà cx, x ∈ A, ò.å. èç âñåõ ýëåìåíòîâ êîëüöà A, äåëÿùèõñÿ íà c.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè äåëèìîñòè êðàñèâî ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ
èäåàëîâ. Íàïðèìåð, a ÷ b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a) ⊆ (b); a ∼ b òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a) = (b); ε � äåëèòåëü 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(ε) = (1) = A. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ î÷åíü ïðîñòû, è ìû èõ îïóñêàåì.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç äîêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ äåëèìîñòè, è òàê ñî-
âåðøåííî òðèâèàëüíûå, ñòàíîâÿòñÿ åùå íàãëÿäíåå, åñëè èõ ïåðåôîðìóëèðîâàòü
â òåðìèíàõ èäåàëîâ. Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå (6) ïðåäëîæåíèÿ 1.2 î òîì, ÷òî åñëè
a ÷ b, b ÷ c, òî a ÷ c, ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä: åñëè (a) ⊆ (b), (b) ⊆ (c), òî
(a) ⊆ (c).

3. Èäåàëû êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z
Àêñèîìà èíäóêöèè. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì
àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ 1; ìû åùå ìîæåì ñðàâíèâàòü öåëûå ÷èñëà äðóã ñ äðó-
ãîì. Åñëè a, b ∈ Z, òî îäíî èç ÷èñåë a, b íå áîëüøå äðóãîãî, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç ñîîòíîøåíèé a ≤ b èëè b ≤ a. Ïðè ýòîì åñëè a ≤ b è b ≤ a, òî b = a. Ñâîéñòâà



íåðàâåíñòâ äëÿ öåëûõ ÷èñåë õîðîøî èçâåñòíû èç øêîëüíîãî êóðñà; ïîýòîìó ìû
íå ïîâòîðÿåì èõ çäåñü.

Öåëûå ÷èñëà, áîëüøèå 0, íàçûâàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè; ìíîæåñòâî âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò ÷åðåç N. ×àñòî óäîáíî ïðèñîåäèíèòü ê ìíîæåñòâó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 0; äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, èñïîëüçóåòñÿ ñèì-
âîë N0. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè a ∈ Z, òî ðîâíî îäíî èç ÷èñåë a, −a ïðèíàäëåæèò N0;
îíî íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé, èëè ìîäóëåì, ÷èñëà a, è îáîçíà÷àåòñÿ |a|.
Ñâîéñòâà àáñîëþòíîé âåëè÷èíû òîæå õîðîøî èçâåñòíû è íå ïðèâîäÿòñÿ çäåñü.

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáëàäàåò åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì, êîòî-
ðîå íàãëÿäíî î÷åâèäíî, íî êîòîðîå ïðè ñòðîãîì ïîñòðîåíèè òåîðèè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ïðèõîäèòñÿ âêëþ÷àòü â ÷èñëî àêñèîì.

Àêñèîìà èíäóêöèè. Âñÿêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N0 ñîäåð-
æèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè X ⊆ N0, X 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò x0 ∈ X, òàêîé ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ X áóäåò x0 ≤ x.

Ñëåäñòâèå. Åñëè X ⊆ N0, ïðè÷åì íåêîòîðîå ÷èñëî a ∈ N0 ïðèíàäëåæèò X,
è èç òîãî, ÷òî ÷èñëî n ∈ N0 ïðèíàäëåæèò X ñëåäóåò, ÷òî n + 1 ∈ X, òî X
ñîäåðæèò âñå ÷èñëà, áîëüøèå èëè ðàâíûå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýòî íå òàê, òî ìíîæåñòâî Y = {y ∈ N0 | y ≥ a, y /∈ X}
íåïóñòî. Ïî àêñèîìå èíäóêöèè, â Y åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî y0. Ïðè ýòîì y0 6=
a, òàê êàê ïî óñëîâèþ a ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî, y0 > a, è ïîòîìó y0 − 1 ≥ a.
Çíà÷èò, y0 − 1 ∈ X, òàê êàê y0 � íàèìåíüøåå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå a è íå
ïðèíàäëåæàùåå X. Íî òîãäà ïî óñëîâèþ ÷èñëî y0 = (y0− 1)+1 ïðèíàäëåæèò X.
Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, êîòîðîå è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàííîå ñëåäñòâèå ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà, èçâåñòíîãî êàê
ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïóñòü P (n) � íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå, çàâèñÿ-
ùåå îò ïàðàìåòðà n ∈ N0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âåðíî
óòâåðæäåíèå P (a) (áàçà èíäóêöèè), è ÷òî èç âåðíîñòè óòâåðæäåíèÿ P (n) ñëåäóåò
âåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ P (n + 1) (èíäóêöèîííûé ïåðåõîä). Òîãäà P (n) âåðíî äëÿ
ëþáîãî n ≥ a. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî òåõ n ∈ N0, äëÿ êîòîðûõ óòâåðæäåíèå
P (n) âåðíî, óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ.

Äåëåíèå ñ îñòàòêîì äëÿ öåëûõ ÷èñåë. Íå âñåãäà îäíî öåëîå ÷èñëî ìîæíî ðàç-
äåëèòü íå äðóãîå, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë. Â êàêîé-òî ñòåïåíè
íåóäîáñòâà, ñâÿçàííûå ñ íåâîçìîæíîñòüþ äåëåíèÿ, âîçìåùàþòñÿ íàëè÷èåì äðó-
ãîé îïåðàöèè, íàçûâàåìîé äåëåíèåì ñ îñòàòêîì.

Òåîðåìà 1 (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì). Ïóñòü a, b ∈ Z, ïðè÷åì b 6= 0. Òîãäà
ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå öåëûå ÷èñëà q, r, òàêèå ÷òî a = bq + r, 0 ≤ r < | b |.
×èñëî q íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì, à ÷èñëî r � îñòàòêîì îò äåëåíèÿ a íà
b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü a = bq + r = bq′ + r′,
ãäå 0 ≤ r, r′ < | b |. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ≤ r′. Òîãäà
0 ≤ r′ − r ≤ r′ < | b | è r′ − r = b(q − q′) ÷ | b |; ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà
r′−r = 0, ò.å. r′ = r. Íî òîãäà b(q−q′) = r′−r = 0, è, ïîñêîëüêó b 6= 0, ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî q − q′ = 0, ò.å. q − q′.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è îñòàòêà. Ïóñòü
ñíà÷àëà a ≥ 0, b > 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Y ÷èñåë âèäà a−bx, ãäå x ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî Z. Ïåðåñå÷åíèå Y ∩N0 ñîäåðæèòñÿ â N0 è íåïóñòî, òàê êàê a ∈ Y ∩N0.
Ïóñòü r � íàèìåíüøèé ýëåìåíò ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ; ïîñêîëüêó r ∈ Y , ñóùåñòâóåò
q ∈ Z, òàêîå ÷òî r = a − bq. Åñëè r ≥ b, òî ýëåìåíò r1 = r − b = a − b(q + 1)



ïðèíàäëåæèò Y ; êðîìå òîãî, 0 ≤ r1 < r, è ïîòîìó r1 ∈ Y ∩N0, ïðè÷åì r1 < r, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè r. Ñëåäîâàòåëüíî, r < b, è a = bq + r, 0 ≤ r < b.

Òåïåðü ïîëîæèì, ÷òî a < 0, b > 0; òîãäà −a > 0, è ïî óæå äîêàçàííîìó
ñóùåñòâóþò q′, r′ ∈ Z, òàêèå ÷òî −a = bq′ + r′, 0 ≤ r′ < b. Åñëè r′ = 0, ïîëîæèì
q = −q′, r = 0; åñëè æå r′ > 0, òî ïîëîæèì q = −q′−1, r = b−r′. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
a = bq + r, 0 ≤ r < b.

Íàêîíåö, ïóñòü b < 0; òîãäà −b > 0. Ïî óæå äîêàçàííîìó, ñóùåñòâóþò òàêèå
q′, r ∈ Z, ÷òî a = (−b)q′ + r, 0 ≤ r < −b = | b |. Ïîëîæèì q = −q′; òîãäà a = bq + r,
0 ≤ r < | b |.
Èäåàëû êîëüöà Z. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé äëÿ òåîðèè äåëèìîñòè
â êîëüöå Z.

Òåîðåìà 2. Âñÿêèé èäåàë êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z ãëàâíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà Z. ×èñëî 0 âñåãäà ïðèíàäëåæèò èäåà-
ëó. Åñëè èäåàë I ñîñòîèò òîëüêî èç 0, òî I = (0), è âñå äîêàçàíî. Ïóñòü â I åñòü
íåíóëåâîé ýëåìåíò a; òîãäà −a òîæå ïðèíàäëåæèò èäåàëó I. Îäíî èç ÷èñåë a, −a
ïîëîæèòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî I+ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæà-
ùèõ èäåàëó I, íåïóñòî. Ïî àêñèîìå èíäóêöèè, â ìíîæåñòâå I+ åñòü íàèìåíüøèé
ýëåìåíò c. Ïîêàæåì, ÷òî I = (c), ÷åì è çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ëþáîé ýëåìåíò a ∈ (c) èìååò âèä a = cx, ãäå x ∈ Z; íî c ∈ I, è ïîòîìó a = cx ∈
I. Èòàê, (c) ⊆ I. Îáðàòíî, ïóñòü b ∈ I; ðàçäåëèì b ñ îñòàòêîì íà c: b = cq + r, ãäå
q, r ∈ Z, 0 ≤ r < c. Åñëè r > 0, òî r = b−cq ïðèíàäëåæèò èäåàëó I, òàê êàê b è c îáà
ïðèíàäëåæàò I; ñëåäîâàòåëüíî, r < c � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå I, à
ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî íàèìåíüøèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì â I ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
c. Èòàê, r = 0, è b = cq ∈ (c). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå
I ⊆ (c).

4. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
Êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ìû ïî-ïðåæíåìó îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåì êîëüöó
öåëûõ ÷èñåë. Îäíàêî, â ðàññóæäåíèÿõ ìû âñå åùå èñïîëüçóåì ñðàâíèòåëüíî ìàëî
ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ öåëûõ ÷èñåë, òàê ÷òî ðåçóëüòàòû íà ñàìîì äåëå îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè è â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Äî ñèõ ïîð íàøà òåîðèÿ ñòðîèëàñü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîììóòàòèâíûõ àññî-
öèàòèâíûõ êîëåö ñ 1. Òåïåðü ìû íàëîæèì íà ðàññìàòðèâàåìûå êîëüöà åùå îäíî
îãðàíè÷åíèå: ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èäåàëû êîëüöà ãëàâíûå. Òåîðåìà 2 ïî-
êàçûâàåò, ÷òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ.

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî
ñ 1, è ïóñòü a1, . . . , an ∈ A. Ýëåìåíò d ∈ A íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëè-
òåëåì a1, ... , an, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

a). a1 ÷ d, a2 ÷ d, . . . , an ÷ d;
b). åñëè δ ∈ A è a1 ÷ δ, a2 ÷ δ, . . . , an ÷ δ, òî d÷ δ.

Èíûìè ñëîâàìè, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a1, ... , an � ýòî òàêîé îáùèé äå-
ëèòåëü a1, ... , an, êîòîðûé äåëèòñÿ íà ëþáîé èõ îáùèé äåëèòåëü.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âîïðîñû: âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé îáùèé äå-
ëèòåëü? åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåí ëè îí? êàê
íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü? Ìû îòâåòèì çäåñü íà ïåðâûå äâà âîïðîñà;
îòâåò íà òðåòèé âîïðîñ äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë áóäåò äàí â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, è ïóñòü
a1, . . . , an ∈ A.

(1) Åñëè d, d′ � äâà íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëÿ ýëåìåíòîâ a1, . . . , an, òî d
è d′ àññîöèèðîâàíû, ò.å. (d) = (d′).



(2) Åñëè âñå èäåàëû êîëüöà A ãëàâíûå, òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëå-
ìåíòîâ a1, . . . , an ñóùåñòâóåò. Áîëåå òîãî, ýëåìåíò d ∈ A ÿâëÿåòñÿ íàèáîëü-
øèì îáùèì äåëèòåëåì a1, ... , an òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (d) = (a1, . . . , an).

(3) Åñëè âñå èäåàëû êîëüöà A ãëàâíûå, è d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
ýëåìåíòîâ a1, ..., an ∈ A, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû x1, . . . , xn ∈ A, ÷òî
d = x1a1 + · · ·+ xnan.

(4) Åñëè âñå èäåàëû êîëüöà A ãëàâíûå, è d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
ýëåìåíòîâ a, b ∈ A, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ A, ÷òî xa ≡ d (mod b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (1) î÷åâèäíî: íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d äå-
ëèòñÿ íà äðóãîé îáùèé äåëèòåëü d′, à íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d′ äåëèòñÿ
íà äðóãîé îáùèé äåëèòåëü d. Óòâåðæäåíèå (3) òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç óòâåð-
æäåíèÿ (2): åñëè d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ a1, . . . , an, òî d ∈
(d) = (a1, . . . , an), à èäåàë (a1, . . . , an) ñîñòîèò ïî îïðåäåëåíèþ èç ýëåìåíòîâ âèäà
x1a1+· · ·+xnan, ãäå x1, . . . , xn ∈ A. Äàëåå, óòâåðæäåíèå (4) ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò
ñ óòâåðæäåíèåì (3) äëÿ n = 2: åñëè d � � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ
a, b ∈ A, òî ñóùåñòâóþò òàêèå x, y ∈ A, ÷òî xa + yb = d, ò.å. xa = d − yb ≡ d
(mod b). Îñòàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòü óòâåðæäåíèå (2).

Ïîñêîëüêó âñå èäåàëû êîëüöà A ãëàâíûå, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò d ∈ A, òàêîé
÷òî (d) = (a1, . . . , an); ïîêàæåì, ÷òî d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ
a1, . . . , an. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ n, ýëåìåíò ai ïðèíàäëåæèò èäåàëó
(a1, . . . , an) = (d); íî èäåàë (d) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, äåëÿùèõñÿ íà d, è ïîòîìó
ai ÷ d. Èòàê, d � îáùèé äåëèòåëü a1, . . . , an. Ïóñòü òåïåðü δ � êàêîé-òî îáùèé
äåëèòåëü a1, . . . , an. Ýëåìåíò d ïðèíàäëåæèò èäåàëó (d) = (a1, . . . , an), à èäåàë
(a1, . . . , an) ñîñòîèò ïî îïðåäåëåíèþ èç ýëåìåíòîâ âèäà x1a1 + · · · + xnan, ãäå
x1, . . . , xn ∈ A. Èòàê, ñóùåñòâóþò x1, . . . , xn ∈ A, òàêèå ÷òî d = x1a1 + · · ·+ xnan;
ïîñêîëüêó a1 ÷ δ, ... , an ÷ δ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî è ýëåìåíò d = x1a1 + · · · + xnan

äåëèòñÿ íà δ. Èòàê, d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ a1, . . . , an.
Ìû äîêàçàëè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè âñå èäåàëû êîëüöà A ãëàâíûå, òî

ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d ýëåìåíòîâ a1, . . . , an, ïðè÷åì åñëè
(d) = (a1, . . . , an), òî d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a1, . . . , an. Îáðàòíî, åñ-
ëè d′ � ëþáîé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a1, . . . , an, òî ïî óòâåðæäåíèþ (1)
äîêàçûâàåìîé òåîðåìû èìååì: (d′) = (d) = (a1, . . . , an). Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêà-
çàíà.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî çàïèñûâàòü òîò ôàêò, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì a1, . . . , an ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a1, . . . , an) = d.
Îäíàêî, ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ýòî íå ñîâñåì êîððåêòíî, ïîòîìó ÷òî íàèáîëüøèé îá-
ùèé äåëèòåëü îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî, è ïðàâèëüíåå áûëî áû ïèñàòü (a1, . . . , an) =
(d), ÷òî ìû è áóäåì äåëàòü.

Àëãîðèôì Åâêëèäà. Ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü äâóõ öåëûõ ÷èñåë, áûë îòêðûò åùå â äðåâíîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí
èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì "àëãîðèôì Åâêëèäà".

Îñíîâàí àëãîðèôì Åâêëèäà íà ñëåäóþùèõ äâóõ ïðîñòûõ óòâåðæäåíèÿõ.
(1) Åñëè a, b ∈ Z, b 6= 0 è r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b, òî (a, b) = (b, r).
(2) Åñëè a ∈ Z, òî (a, 0) = (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Ïî îïðåäåëåíèþ îñòàòêà, ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî q,
÷òî a = bq + r; òîãäà r = a− bq. Èìååì âêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå äîêàçûâàþò (1):
(a, b)={ax+by |x, y∈Z}={(bq+r)x+by |x, y∈Z}={b(qx+y)+rx |x, y∈Z} ⊆ (b, r),

(b, r)={bx+ry |x, y∈Z}={bx+(a−bq)y |x, y∈Z}={ay+b(x−qy) |x, y∈Z} ⊆ (a, b).

(2). Ñîâñåì î÷åâèäíî: (a, 0)={ax + 0 · y |x, y∈Z}={ax |x∈Z} = (a).



Òåïåðü ìû ìîæåì îïèñàòü àëãîðèôì Åâêëèäà. Ïóñòü a, b ∈ Z, ïðè÷åì b 6= 0.
Ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë a0, a1, a2, . . . ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïîëàãàåì a0 = a, a1 = b.
2. Ïóñòü a0, a1, . . . , an óæå ïîñòðîåíû (n ≥ 1). Åñëè an 6= 0, òî ïîëàãàåì an+1

ðàâíûì îñòàòêó îò äåëåíèÿ an−1 íà an; åñëè æå an = 0, òî ïîëàãàåì d = an−1 è
îñòàíàâëèâàåì ïîñòðîåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà îáÿçàòåëüíî îñòàíîâèòñÿ è ÷òî âûäàííîå åþ ÷èñ-
ëî d ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì a è b. Ïîñêîëüêó ïðè n > 1 êàæäîå
÷èñëî an ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà ïðåäûäóùåå ÷èñëî, ñïðàâåäëèâû íåðà-
âåíñòâà: a2, a3, · · · ≥ 0, a2 > a3 > . . . . Íî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé, è ïîýòîìó îáÿçàòåëüíî
íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n > 1, ÷òî an−1 6= 0, an = 0. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ d = an−1;
âñïîìèíàÿ, ÷òî êàæäîå ai+1 � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ an−1 íà an, è èñïîëüçóÿ
äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ (1), (2), ìû ïîëó÷àåì:

(a, b) = (a0, a1) = (a1, a2) = · · · = (an−1, an) = (an−1, 0) = (d, 0) = (d).

Òàêèì îáðàçîì, d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèôì Åâêëèäà íå òîëüêî íàõîäèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-

òåëü ÷èñåë a è b, íî è ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå au + bv, ãäå u, v ∈ Z.
Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåäñòàâèì âñå ÷èñëà ai â âèäå ai = aui + bvi. Èìååì:
a0 = a · 1 + b · 0, a1 = a · 0 + b · 1. Ïî ïîñòðîåíèþ ai−1 = qiai + ai+1, ãäå qi � íåïîë-
íîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ai−1 íà ai; åñëè óæå íàéäåíû ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ai−1 = aui−1 + bvi−1, ai = aui + bvi, òî

ai+1 = ai−1 − qiai = a(ui−1 − qiui) + b(vi−1 − qvi),

òàê ÷òî â êà÷åñòâå ui+1, vi+1 ìîæíî âçÿòü ÷èñëà ui−1−qiui, vi−1−qvi. Ïîñêîëüêó
d = an−1, ìû è ïîëó÷èì èñêîìîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî
äåëèòåëÿ d = aun−1 + bvn−1.
Âçàèìíî ïðîñòûå ýëåìåíòû. Ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïðîèçâîëüíûõ
êîììóòàòèâíûõ àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ 1, â êîòîðûõ âñå èäåàëû ãëàâíûå. Ýëå-
ìåíòû a1, . . . , an êîëüöà A íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè
1 ÿâëÿåòñÿ èõ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì. Ïîä÷åðêíåì: áûëî áû íå ñîâñåì
òî÷íî ñêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, åñëè èõ íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 1, ïîòîìó ÷òî, íàïðèìåð, −1 òîæå áóäåò íàèáîëüøèì
îáùèì äåëèòåëåì ýòèõ ýëåìåíòîâ. Òîò ôàêò, ÷òî ýëåìåíòû a1, . . . , an âçàèìíî
ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, ðàâíîñèëåí ñîîòíîøåíèþ (a1, . . . , an) = (1), êîòîðîå ìû
è áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ôàêòà (â îòëè÷èå îò îáû÷íî ïðèìå-
íÿþùåãîñÿ â ëèòåðàòóðå îáîçíà÷åíèÿ (a1, . . . , an) = 1).

Äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A âìåñòî òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü, ÷òî îíè âçàèìíî
ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè âçàèìíî ïðîñòû, îïóñêàÿ
ñëîâà "â ñîâîêóïíîñòè".

Îñíîâíûå ñâîéñòâà âçàèìíîé ïðîñòîòû ñîáðàíû â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, â êî-
òîðîì âñå èäåàëû ãëàâíûå.

(1) Ýëåìåíòû a1, . . . , an ∈ A âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû x1, . . . , xn ∈ A, òàêèå ÷òî x1a1+
· · ·+ xnan = 1.

(2) Ýëåìåíòû a, b ∈ A âçàèìíî ïðîñòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò x ∈ A, òàêîé ÷òî xa ≡ 1 (mod b).

(3) Åñëè a, b, c ∈ A, ab÷ c è ýëåìåíòû a è c âçàèìíî ïðîñòû, òî b÷ c.
(4) Åñëè a, b, c ∈ A, (a, c) = (1), (b, c) = (1), òî (ab, c) = 1.
(5) Åñëè a1, . . . , an, b ∈ A è êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ai, (1 ≤ i ≤ n), âçàèìíî

ïðîñò ñ b, òî èõ ïðîèçâåäåíèå a1 . . . an òîæå âçàèìíî ïðîñòî ñ b.



(6) Åñëè a1, . . . , an; b1, . . . , bm ∈ A, è êàæäûé èç ýëåìåíòîâ a1, . . . , an âçàèì-
íî ïðîñò ñ êàæäûì èç ýëåìåíòîâ b1, . . . , bm, òî èõ ïðîèçâåäåíèÿ a1 . . . an

è b1 . . . bm âçàèìíî ïðîñòû.
(7) Åñëè a, b, c ∈ A, a÷ b, a÷ c è b è c âçàèìíî ïðîñòû, òî a÷ bc.
(8) Åñëè a, b1, . . . , bn ∈ A, a ÷ bi äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n, è ýëåìåíòû b1, . . . , bn

ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû (ò.å. (bi, bj) = (1) äëÿ âñåõ i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n),
òî a÷ (b1 . . . bn).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Åñëè 1 � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a1, . . . , an, òî ïî
òåîðåìå 1, (3) ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû x1, . . . , xn ∈ A, òàêèå ÷òî x1a1+· · ·+xnan = 1.
Îáðàòíî, åñëè d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a1, . . . , an è x1a1 + · · ·+ xnan = 1
äëÿ íåêîòîðûõ x1, . . . , xn ∈ A, òî 1 = x1a1 + · · ·+xnan÷ d, ò.å. d � äåëèòåëü 1. Íî
òîãäà 1 ∼ d � òîæå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a1, . . . , an.

(2) Åñëè 1 � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a, b ∈ A, òî ïî òåîðåìå 1, (4) ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò x ∈ A, òàêîé ÷òî xa ≡ 1 (mod b). Îáðàòíî, åñëè d � íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü a è b, è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ A, òàêîé ÷òî xa ≡ 1 (mod b), òî
ñóùåñòâóåò è ýëåìåíò y ∈ A, òàêîé ÷òî xa− 1 = by, ò.å. 1 = xa + (−y)b; íî òîãäà
a è b âçàèìíî ïðîñòû ïî óòâåðæäåíèþ (1).

(3) Ýëåìåíòû a è c âçàèìíî ïðîñòû; ïîýòîìó ïî ñâîéñòâó (2) ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò x ∈ A, ÷òî xa ≡ 1 (mod c). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ íà b è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ab ÷ c, ò.å. ab ≡ 0 (mod c), ïîëó÷àåì, ÷òî b ≡ xab ≡ 0 (mod c), è
b÷ c.

(4) Åñëè (a, c) = (1), (b, c) = (1), òî ïî ñâîéñòâó (2) ñóùåñòâóþò òàêèå x, y ∈
A, ÷òî xa ≡ 1 (mod c), yb ≡ 1 (mod c). Ïåðåìíîæèâ ýòè ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:
(xy)(ab) ≡ 1 (mod c). Îïÿòü èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (2) (íî óæå â äðóãóþ ñòîðîíó!),
ïîëó÷àåì, ÷òî ab è c âçàèìíî ïðîñòû.

(5) Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå áåññîäåðæàòåëüíî, ïðè n = 2 îíî
ñîâïàäàåò ñî ñâîéñòâîì (4). Ïóñòü n > 2 è óæå äîêàçàíî, ÷òî (a1 . . . an−1, b) = (1);
òîãäà, îïÿòü ïî ñâîéñòâó (3), ýëåìåíòû (a1 . . . an−1)an = a1 . . . an−1an è b âçàèìíî
ïðîñòû.

(6) Ïî ñâîéñòâó (4), êàæäûé èç ýëåìåíòîâ b1, ... , bm âçàèìíî ïðîñò ñ ïðî-
èçâåäåíèåì a1 . . . an; îïÿòü èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (4), íàõîäèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
b1 . . . bm âçàèìíî ïðîñòî ñ a1 . . . an.

(7) Ïîñêîëüêó a÷ b, a÷ c, ñóùåñòâóþò u, v ∈ A, òàêèå ÷òî a = bu = cv. Äàëåå,
b è c âçàèìíî ïðîñòû, è ïîòîìó ñóùåñòâóþò x, y ∈ A, òàêèå ÷òî 1 = bx + cy.
Óìíîæèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà a, ïîëó÷àåì:

a = abx + acy = (cv)bx + (bu)cy = (bc)(vx + uy)÷ bc.

(8) Èíäóêöèÿ ïî n; ïðè n = 2 óòâåðæäåíèå ñîâïàäàåò ñî ñâîéñòâîì (7). Ïóñòü
n > 2 è ïóñòü óæå äîêàçàíî, ÷òî a äåëèòñÿ íà b1 . . . bn−1. Ïî ñâîéñòâó (5) ýëåìåíòû
b1 . . . bn−1 è bn âçàèìíî ïðîñòû. Ïîñêîëüêó a äåëèòñÿ è íà b1 . . . bn−1, è íà bn, ïî
ñâîéñòâó (7) a äåëèòñÿ è íà (b1 . . . bn−1)bn = b1 . . . bn−1bn.

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, â êîòîðîì
âñå èäåàëû ãëàâíûå, è ïóñòü ýëåìåíòû n1, . . . , nr ∈ A ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.
Òîãäà:

(1) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , ar ∈ A íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò
x ∈ A, ÷òî, x ≡ a1 (mod n1), . . . , x ≡ ar (mod nr);

(2) âñÿêèå äâà òàêèõ ýëåìåíòà ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n1 · · ·nr, è íàîáîðîò,
âñÿêèé ýëåìåíò y ∈ A, ñðàâíèìûé ïî ìîäóëþ n1 · · ·nr ñ ýëåìåíòîì
x, óäîâëåòâîðÿþùèì òðåáîâàíèÿì ïóíêòà (1), òîæå óäîâëåòâîðÿåò
ýòèì òðåáîâàíèÿì.



Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Óòâåðæäåíèå áåññîäåðæàòåëüíî, åñëè r = 1. Ïóñòü r ≥ 2.
Äëÿ 1 ≤ i ≤ r îáîçíà÷èì ÷åðåç Ni ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ n1, . . . , nr,
êðîìå ni. Ïîñêîëüêó ýëåìåíò ni âçàèìíî ïðîñò ñ êàæäûì ýëåìåíòîì nj , j 6= i,
îí âçàèìíî ïðîñò è ñ èõ ïðîèçâåäåíèåì Ni, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
qi ∈ A, ÷òî qiNi ≡ 1 (mod ni). Ïîëîæèì x = a1q1N1 + · · ·+ aiqiNi + · · ·+ arqrNr.
Ïðè i 6= j ýëåìåíò ni âõîäèò â Nj â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ, è ïîòîìó Nj ≡ 0
(mod ni); ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ r,

x = a1q1N1 + · · ·+ aiqiNi + · · ·+ arqrNr ≡ ai(qiNi) ≡ ai · 1 = ai (mod ni).

(2). Ïóñòü x, y ∈ A, è ïóñòü x ≡ a1 (mod n1), . . . , x ≡ ar (mod nr); òîãäà
äëÿ âûïîëíåíèÿ ñðàâíåíèé y ≡ a1 (mod n1), . . . , y ≡ ar (mod nr) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçíîñòü y − x áûëà ñðàâíèìà ñ 0 ïî êàæäîìó èç ìîäóëåé
n1, . . . , nr, ò.å. ÷òîáû ýòà ðàçíîñòü äåëèëàñü íà êàæäûé èç ýëåìåíòîâ n1, . . . , nr.
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ýëåìåíòû n1, . . . , nr ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû,
ïðåäûäóùåå óñëîâèå ïî ïðåäëîæåíèþ 1, (8) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî y−x äåëèòñÿ
íà n1 · · ·nr, ò.å. y ≡ x (mod n1 · · ·nr).

5. Ïðîñòûå ýëåìåíòû
Ïðîñòûå ýëåìåíòû. Âñÿêèé ýëåìåíò a ∈ A ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé, îäèí èç êîòîðûõ ε ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1 â êîëüöå A,
à äðóãîé a′ = ε−1a àññîöèèðîâàí ñ a. Òàêèå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà a â ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Íåíóëåâîé ýëåìåíò p ∈ A
íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (èëè íåïðèâîäèìûì), åñëè p � íå äåëèòåëü 1, è âñÿêîå ðàç-
ëîæåíèå p â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, ò.å. îäèí
èç ñîìíîæèòåëåé ðàçëîæåíèÿ àññîöèèðîâàí ñ p, à äðóãîé � äåëèòåëü 1. Ïîëåçíî
ñôîðìóëèðîâàòü è îòðèöàíèå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ: åñëè íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ A
íå ÿâëÿåòñÿ íè äåëèòåëåì 1, íè ïðîñòûì (íåïðèâîäèìûì) ýëåìåíòîì, òî ñóùå-
ñòâóåò åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå a = bc, ãäå b, c ∈ k è îáà ñîìíîæèòåëÿ � íå
äåëèòåëè 1. 1

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî ýëåìåíòà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé åãî äåëèòåëü èëè
àñîöèèðîâàí ñ íèì, èëè ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ.

(1) Ïóñòü p 6= 0 � ïðîñòîé ýëåìåíò A è ïóñòü a ∈ A. Òîãäà èëè a äåëèòñÿ
íà p, èëè a âçàèìíî ïðîñòî ñ p.

(2) Ïóñòü a1, ... , an � ýëåìåíòû èç A, p 6= 0 � ïðîñòîé ýëåìåíò A, è ïóñòü
a1 . . . an äåëèòñÿ íà p. Òîãäà õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé a1, ... , an äåëèòñÿ
íà p.

(3) Åñëè p, q � íåíóëåâûå ïðîñòûå ýëåìåíòû A è p ÷ q, òî p ∼ q, èëè, ÷òî
òî æå, (p) = (q).

(4) Åñëè p � íåíóëåâîé ïðîñòîé ýëåìåíò A è q ∼ p, òî q � òîæå ïðîñòîé
ýëåìåíò A.

(5) Ïóñòü p1, . . . , pn; q1, . . . , qm � íåíóëåâûå ïðîñòûå ýëåìåíòû êîëüöà A. Åñëè
p1 . . . pn ÷ q1 . . . qm, òî m ≤ n è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà σ ìíîæåñòâà
{1, . . . , n}, ÷òî pσ(1) ∼ q1, ... , pσ(m) ∼ qm.

(6) Ïóñòü p1, . . . , pn; q1, . . . , qm � íåíóëåâûå ïðîñòûå ýëåìåíòû êîëüöà A. Åñëè
p1 . . . pn ∼ q1 . . . qm, òî m = n è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà σ ìíîæåñòâà
{1, . . . , n}, ÷òî pσ(1) ∼ q1, ... , pσ(n) ∼ qn.

1 Íà ñàìîì äåëå äàíî îïðåäåëåíèå íåïðèâîäèìîãî ýëåìåíòà. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòûå ýëå-
ìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èíà÷å; â ÷àñòíîñòè, â îáëàñòè öåëîñòíîñòè 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ýëåìåíòîì.
Îäíàêî, äëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ ïîíÿòèÿ ïðîñòîòû è íåïðèâîäèìî-
ñòè ñîâïàäàþò. Ìû ïðåäïî÷ëè çäåñü òåðìèí "ïðîñòîé", ïîòîìó ÷òî ïðåæäå âñåãî èìååì â âèäó
öåëûå ÷èñëà, à äëÿ íèõ ïðèíÿòî ãîâîðèòü î ïðîñòûõ, à íå íåïðèâîäèìûõ, ÷èñëàõ. Ìû âåðíåìñÿ
ê îáñóæäåíèþ ýòèõ âîïðîñîâ â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãëàâ.



Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü d ∈ A ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì a
è p. Òîãäà p ÷ d; ñëåäîâàòåëüíî, d, êàê è ëþáîé äåëèòåëü ïðîñòîãî ýëåìåíòà
p, àññîöèèðîâàí ñ p èëè ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå a äåëèòñÿ íà
àññîöèèðîâàííûé ñ d ýëåìåíò p, âî âòîðîì 1 ∼ d � òîæå íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü a è p, è ïîòîìó ýëåìåíòû a, p âçàèìíî ïðîñòû.

(2) Åñëè íè îäèí èç ýëåìåíòîâ a1, . . . , an íå äåëèòñÿ íà p, òî, ïî ñâîéñòâó (1),
âñå îíè âçàèìíî ïðîñòû ñ p. Íî òîãäà è èõ ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòî ñ p, à ýòî
íåâîçìîæíî, èáî â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü 1 ýëåìåíòîâ a1 . . . an,
p äåëèëñÿ áû íà èõ îáùèé äåëèòåëü p, è ïðîñòîé ýëåìåíò p áûë áû äåëèòåëåì 1.

(3) Ïîñêîëüêó q � äåëèòåëü ïðîñòîãî ýëåìåíòà p, q àññîöèèðîâàí ñ p èëè q
� äåëèòåëü 1. Íî âòîðàÿ âîçìîæíîñòü îòïàäàåò, òàê êàê ïðîñòîé ýëåìåíò q ïî
îïðåäåëåíèþ íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì 1.

(4) Î÷åâèäíî.
(5) Ýòî ñàìîå ãëàâíîå óòâåðæäåíèå íàøåãî ïðåäëîæåíèÿ. Áóäåì äîêàçûâàòü

åãî èíäóêöèåé ïî m. Ñëó÷àé m = 0 áåññîäåðæàòåëåí. Ïóñòü m ≥ 1 è äëÿ ìåíüøèõ
çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî. Ýëåìåíò p1 . . . pn äåëèòñÿ
íà ýëåìåíò q1 . . . qm, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü äåëèòñÿ íà q1. Òîãäà ïî ñâîéñòâó
(2) íàéäåòñÿ ñîìíîæèòåëü pi (1 ≤ i ≤ n), êîòîðûé äåëèòñÿ íà q1; ïî ñâîéñòâó (3)
pi ∼ q1. Åñëè i 6= 1, ïîëîæèì p′1 = pi, p′i = p1, p′j = pj ïðè j 6= 1, i; åñëè æå i = 1,
òî ïîëîæèì p′j = pj äëÿ âñåõ j. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ p′1 ∼ q1, è ïîòîìó q1 ÷ p′1, ò.å.
ñóùåñòâóåò ε ∈ A, äëÿ êîòîðîãî q1 = εp′1. Ìû èìååì:

p′1p
′
2 . . . p′n ÷ q1q2 . . . qm = p′1εq2 . . . qm ÷ p′1q2 . . . qm.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ A, òàêîé ÷òî p′1p
′
2 . . . p′n = p′1q2 . . . qmx; ñîêðà-

òèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà p′1 6= 0 (ýòî ìîæíî äåëàòü, ïîòîìó ÷òî A �
îáëàñòü öåëîñòíîñòè), ïîëó÷èì, ÷òî p′2 . . . p′n = q2 . . . qmx÷q2 . . . qm. Ê ïîëó÷åííî-
ìó ñîîòíîøåíèþ ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó
êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè p′2 . . . p′n íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà ñîìíî-
æèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè q2 . . . qm, ò.å. n − 1 ≥ m − 1, è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò
ïîäñòàíîâêà (

2 3 . . . n
j2 j3 . . . jn

)
,

òàêàÿ ÷òî p′j2 ∼ q2, p′j3 ∼ q3, . . . , p′jm
∼ qm. Ïîëîæèì

σ =
(

1 2 3 . . . n
1 j2 j3 . . . jn

)
èëè σ =

(
1 2 3 . . . n
1 j2 j3 . . . jn

)
(1, i)

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâåí èëè íåò 1 èíäåêñ i, äëÿ êîòîðîãî p′1 = pi. Ìû
ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò: n ≥ m, ïîòîìó ÷òî n − 1 ≥ m − 1, è pσ(1) ∼ q1,
pσ(2) ∼ q2, ... , pσ(m) ∼ qm.

(6) Ýòî óòâåðæäåíèå � ïðîñòîå ñëåäñòâèå èç óòâåðæäåíèÿ (5); íàäî ëèøü çàìå-
òèòü, ÷òî íå òîëüêî p1 . . . pn äåëèòñÿ íà q1 . . . qm, íî è íàîáîðîò, q1 . . . qm äåëèòñÿ
íà p1 . . . pn, à ïîòîìó ñïðàâåäëèâû îáà íåðàâåíñòâà n ≥ m, m ≥ n.

6. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè äëÿ öåëûõ ÷èñåë
Îñîáåííîñòè òåîðèè äåëèìîñòè äëÿ öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ öåëûõ ÷èñåë òåîðèÿ äåëè-
ìîñòè ÷óòü-÷óòü ïðîùå, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå. Ïðåæäå âñåãî, â Z "ïî÷òè íåò"äåëèòåëåé
1: èõ òîëüêî 2 � ýòî ÷èñëî 1 è ÷èñëî −1. Äàëåå, àññîöèèðîâàííûìè ñ ÷èñëîì a ∈ Z
ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ÷èñëà ±a; òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èç Z ñóùåñòâóåò
îäíî è òîëüêî îäíî àññîöèèðîâàííîå ñ íèì íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Îòìåòèì åùå,
÷òî ïðîèçâåäåíèå íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íåîòðèöàòåëüíî. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Z ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ � ïîëîæèòåëüíûõ ïðî-
ñòûõ ýëåìåíòîâ 2, 3, 5, 7, 11, ... , êîòîðûå, ñîáñòâåííî, è íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè
÷èñëàìè, è îòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ −2, −3, −5 è ò.ä.



Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè.
Òåîðåìà 1. Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî a ∈ Z, îòëè÷íîå îò 0, ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ a = εp1 . . . pn, ãäå ε = ±1, n ≥ 0, p1, . . . , pn �
ïîëîæèòåëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé: åñëè åñòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå a = δq1 . . . qm, ãäå
δ = ±1, m ≥ 0, q1, . . . , qm � ïîëîæèòåëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî ε = δ, m = n è
ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn, òàêàÿ ÷òî q1 = pσ(1), . . . , qn = pσ(n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ïî ñóùåñòâó óæå äîêàçàíà. Åñëè

a = εp1 . . . pn = δq1 . . . qm,

ãäå ε, δ = ±1, à pi, qj � ïîëîæèòåëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî p1 . . . pn ∼ q1 . . . qm,
è ïî ïðåäëîæåíèþ 8, (6) m = n è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà σ ìíîæåñòâà
{1, . . . , n}, ÷òî pσ(1) ∼ q1, ... , pσ(n) ∼ qn. Íî ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà àññî-
öèèðîâàíû ëèøü òîãäà, êîãäà îíè ñîâïàäàþò, ïîýòîìó q1 = pσ(1), . . . , qn = pσ(n).
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñëè a > 0, òî ε = δ = 1, à åñëè a < 0, òî ε = δ = −1.

Òåïåðü ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ. Ñíà÷àëà èíäóêöèåé äîêàæåì, ÷òî
âñÿêîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå a ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ a = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî: 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì 0 ïðî-
ñòûõ ñîìíîæèòåëåé. Ïóñòü a > 1 è äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë b < a
ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ óæå äîêàçàíî. Åñëè a = p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî a = p è
åñòü íóæíîå ïðåäñòàâëåíèå (çäåñü êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé ðàâíî 1).
Ïóñòü òåïåðü ÷èñëî a íå ïðîñòîå; òîãäà ó íåãî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé äåëè-
òåëü b, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûì, ïîòîìó ÷òî âìåñòå ñ b ÷èñëî −b
òîæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì äåëèòåëåì a. Ïîñêîëüêó a ÷ b, ñóùåñòâóåò c ∈ Z,
äëÿ êîòîðîãî a = bc; ïðè ýòîì âìåñòå ñ a è b ÷èñëî c ïîëîæèòåëüíî. Çàìåòèì,
÷òî b 6= 1, òàê êàê íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü b íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1, è c 6= 1,
ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå b = a àññîöèèðîâàíî ñ a, è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ òðè-
âèàëüíûì äåëèòåëåì a. Íî òîãäà b > 1, c > 1, à çíà÷èò, b < a, c < a. Ïîýòîìó ìû
ìîæåì ïðèìåíèòü ê b è c ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå
ïðîñòûå ÷èñëà p1, . . . , pm; pm+1, . . . , pn, òàêèå ÷òî b = p1 . . . pm, c = pm+1 . . . pn. Íî
òîãäà a = bc = p1 . . . pmpm+1 . . . pn, à ýòî è åñòü íóæíîå ðàçëîæåíèå.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà a < 0. Íî
òîãäà −a > 0, è ïî óæå äîêàçàííîìó ñóùåñòâóþò ÷èñëî n ≥ 0 è ïîëîæèòåëüíûå
ïðîñòûå ÷èñëà p1, . . . , pn, òàêèå ÷òî −a = p1 . . . pn. Çíà÷èò, a = (−1)p1 . . . pn, à ýòî
è åñòü íóæíîå ðàçëîæåíèå.
Î ìíîæåñòâå ïðîñòûõ ÷èñåë. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè ïîêàçûâàåò, ÷òî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë óñòðîåíî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî.
Îäíàêî, äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû õîòåëîñü áû âûÿñíèòü, êàê óìíîæåíèå ñâÿçàíî
ñî ñëîæåíèåì. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì
íåñêîëüêèõ åäèíèö, è õîòåëîñü áû çíàòü, ïî êàêîìó çàêîíó ñðåäè ýòèõ ñóìì ðàñ-
ïðåäåëåíû ïðîñòûå ÷èñëà. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò âîïðîñ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäåí;
èì çàíèìàëèñü ìíîãèå âûäàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè, ïîëó÷èâøèå ïåðâîêëàññíûå ðå-
çóëüòàòû, íî âñå îíè � ëèøü íåçíà÷èòåëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ïîíèìàíèþ ïðèðîäû
ïðîñòûõ ÷èñåë. Â ýòîì ïóíêòå ìû îòìåòèì ëèøü äâà ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, èçâåñòíûõ ñ äðåâíîñòè.
Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïóñòü p1, p2, . . . , pN � âñå ïðîñòûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè ÷èñëî p1p2 . . . pN + 1 ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë:

p1p2 . . . pN + 1 = q1q2 . . . qm.



Íî ïðîñòîå ÷èñëî q1 íå ìîæåò ñîâïàäàòü íè ñ îäíèì èç ÷èñåë p1, p2,. . . , pN : åñëè
q1 = pi, òî

1 = q1q2 . . . qm − p1 . . . pi . . . pN = piq2 . . . qm − p1 . . . pi . . . pN ÷ pi,

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðîñòîå ÷èñëî pi íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1. Èòàê, ïðåä-
ïîëîæèâ, ÷òî p1, p2, . . . , pN � âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ìû íàøëè åùå ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî ïðîñòîå ÷èñëî q1, íå âõîäÿùåå â ýòî ìíîæåñòâî. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå î
êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë áûëî íåâåðíî.

Åñëè ïîñìîòðåòü íà íåñêîëüêî ïåðâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101,

òî ìîæåò âîçíèêíóòü âïå÷àòëåíèå, ÷òî ïðîáåëû ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñ-
ëàìè íå ñëèøêîì âåëèêè. Îäíàêî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ñêîëü
óãîäíî áîëüøèìè.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî a, ÷òî âñå N ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë a + 1, a + 2, . . . , a + N íå ïðîñòûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ÿâíî óêàæåì ýòî ÷èñëî. Ïîëîæèì

a = (N + 1)! + 1 = 1 · 2 · 3 · · · · ·N · (N + 1) + 1;

òîãäà äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ N ÷èñëî

a + i = 1 · 2 · · · · · (i + 1) · · · · · (N + 1) + (i + 1)

äåëèòñÿ íà i + 1. Íî a + i > N + 1 ≥ i + 1, à i + 1 > 1; ïîýòîìó ÷èñëî a + i íå
ïðîñòîå.

7. Êîëüöà âû÷åòîâ
Ñðàâíåíèå êàê îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöè-
àòèâíîå êîëüöî ñ 1, è ïóñòü n ∈ A. Ìû îïðåäåëèëè âûøå ïîíÿòèå ñðàâíåíèÿ ïî
ìîäóëþ n. Íàïîìíèì íåêîòîðûå èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñðàâíåíèé

(1) a ≡ a (mod n) äëÿ âñÿêîãî a ∈ A (ðåôëåêñèâíîñòü ñðàâíåíèÿ);
(2) åñëè a, b ∈ A è a ≡ b (mod n), òî b ≡ a (mod n) (ñèììåòðè÷íîñòü ñðàâ-

íåíèÿ);
(3) åñëè a, b, c ∈ A è a ≡ b (mod n), b ≡ c (mod n), òî a ≡ c (mod n) (òðàí-

çèòèâíîñòü ñðàâíåíèÿ);
(4) åñëè a, b, c, d∈A è a≡c (mod n), b≡d (mod n), òî (a± b)≡(c± d) (mod n),

ab ≡ cd (mod n).
Îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè (1)-(3) (ò.å.

ðåôëåêñèâíûå, ñèììåòðè÷íûå è òðàíçèòèâíûå îòíîøåíèÿ) èãðàþò â ìàòåìàòèêå
î÷åíü âàæíóþ ðîëü (à åñëè âäóìàòüñÿ, òî è íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå, à âî âñåé íà-
ó÷íîé äåÿòåëüíîñòè). Òàêèå îòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíî-
ñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå òðè ïóíêòà ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ óòâåðæäàþò,
÷òî ñðàâíåíèå ïî äàííîìó ìîäóëþ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà A.
Ïîñëåäíèé ïóíêò óòâåðæäàåò, ÷òî äåéñòâèÿ íà A õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñî ñðàâíå-
íèÿìè. Â òàêîé ñèòóàöèè ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íà A
(â äàííîì ñëó÷àå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå) óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíò-
íîñòè.



Êëàññû âû÷åòîâ. Ïóñòü îïÿòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, è
ïóñòü n ∈ A. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [a]n ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ x ∈ A, ÷òî a ≡ x (mod n). Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
êëàññîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, îïðåäåëåííûì ýëåìåíòîì a. Èíîãäà, êîãäà ÿñíî,
î êàêîì ìîäóëå èäåò ðå÷ü, ìû áóäåì îïóñêàòü åãî â îáîçíà÷åíèÿõ è ïèñàòü [a]
âìåñòî [a]n. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî êëàññ âû÷åòîâ � ýòî ïîäìíîæåñòâî A.
Ëåììà. Ýëåìåíò b ∈ A ïðèíàäëåæèò êëàññó âû÷åòîâ [a]n òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà [a]n = [b]n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [a]n = [b]n. Ïîñêîëüêó b ≡ b (mod n), ýëåìåíò b ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó [b]n = [a]n.

Îáðàòíî, ïóñòü b ∈ [a]n; òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, a ≡ b (mod n). Åñëè x ∈
[b]n, òî b ≡ x (mod n), è ïî òðàíçèòèâíîñòè a ≡ x (mod n), ò.å. x ∈ [a]n; òàêèì
îáðàçîì, [b]n ⊆ [a]n. Ïóñòü, íàîáîðîò, x ∈ [a]n. Òîãäà a ≡ x (mod n); êðîìå òîãî,
èç ñîîòíîøåíèÿ a ≡ b (mod n) ñëåäóåò èç-çà ñèììåòðè÷íîñòè ñðàâíåíèé, ÷òî
b ≡ a (mod n). Ñíîâà ïîëüçóÿñü òðàíçèòèâíîñòüþ, ïîëó÷àåì: b ≡ x (mod n), ò.å.
x ∈ [b]n, è äîêàçàíî âêëþ÷åíèå [a]n ⊆ [b]n. Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âêëþ÷åíèÿ
[b]n ⊆ [a]n, [a]n ⊆ [b]n, íàõîäèì, ÷òî [a]n = [b]n.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, è
ïóñòü n ∈ A. Ëþáûå äâà êëàññà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ,
èëè ñîâïàäàþò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïåðåñå÷åíèå êëàññîâ âû÷åòîâ [a]n è [b]n íåïóñòî, òî ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò c ∈ A, òàêîé ÷òî c ∈ [a]n è c ∈ [b]n. Íî òîãäà ïî ëåììå [a]n = [c]n
è [b]n = [c]n, ò.å. [a]n = [b]n.
Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1,
è ïóñòü n ∈ A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A/(n) ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ A,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êëàññàìè âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
X ⊆ A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì A/(n) åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ A,
òàêîé ÷òî X = [a]n. Êîíå÷íî, ýòîò ýëåìåíò a, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííûé;
ïîäîéäåò ëþáîé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà X.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ýòî îïðåäåëåíèå áîëåå ïîíÿòíûì, îïèøåì ÿâíî ìíî-
æåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ äëÿ ñëó÷àÿ A = Z.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü n ∈ Z, n > 0. Òîãäà ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ
Z/(n) ñîñòîèò èç n êëàññîâ [0]n, [1]n, ... , [n− 1]n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ Z, è ïóñòü r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà n. Òîãäà
a− r = nq÷n, ãäå q � íåïîëíîå ÷àñòíîå, è ïîòîìó a ≡ r (mod n). Ñëåäîâàòåëüíî,
r ∈ [a]n, è ïîòîìó ïî ëåììå [a]n = [r]n. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî 0 ≤ r < n, ò.å.
÷òî [a]n = [r]n � îäèí èç êëàññîâ [0]n, [1]n, ... , [n− 1]n, è ÷òî ýòè êëàññû ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, èáî ïðè 0 ≤ i, j < n, i 6= j ðàçíîñòü i− j íå äåëèòñÿ íà n.

Îïðåäåëèì òåïåðü íà ìíîæåñòâå êëàññîâ âû÷åòîâ A/(n) äâå àëãåáðàè÷åñêèå
îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Ïóñòü α, β ∈ A/(n). Íàïîìíèì, ÷òî α è β
� ïîäìíîæåñòâà A. Âûáåðåì â íèõ êàêèå-òî ýëåìåíòû a ∈ α ⊆ A, b ∈ β ⊆ A,
òàê ÷òî α = [a]n, β = [b]n, è ïîëîæèì α + β = [a + b]n, αβ = [ab]n. Íà ïåðâûé
âçãëÿä ýòè îïðåäåëåíèÿ íåêîððåêòíû, òàê êàê çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé
â êëàññàõ α, β. Îäíàêî, åñëè a′ ∈ α, b′ ∈ β � äðóãèå ïðåäñòàâèòåëè òåõ æå êëàññîâ,
òî a′ ≡ a (mod n), b′ ≡ b (mod n), è ïî óòâåðæäåíèþ (4) ïðåäëîæåíèÿ 9 áóäåò
a′+b′ ≡ a+b (mod n), a′b′ ≡ ab (mod n), òàê ÷òî [a′+b′]n = [a+b]n, [a′b′]n = [ab]n,
ò.å. îïðåäåëåííûå íàìè ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ α, β íå çàâèñÿò îò âûáîðà
ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññàõ.

Îïðåäåëåíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ êëàññîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü â ñëåäóþùåé
ôîðìå: [a]n + [b]n = [a + b]n, [a]n[b]n = [ab]n.



Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, è ïóñòü
n ∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ A/(n) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî òîëü-
êî ÷òî îïðåäåëåííûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîììóòàòèâíûì àññî-
öèàòèâíûì êîëüöîì ñ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû êîììóòàòèâíîãî
àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ñ 1. Íàïîìíèì ýòè àêñèîìû.

(1) α + (β + γ) = (α + β) + γ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ A/(n) (àññîöèàòèâíîñòü
ñëîæåíèÿ);

(2) α + β = β + α äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A/(n) (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0̄ ∈ A/(n), ÷òî 0̄+α = α äëÿ ëþáîãî α ∈ A/(n);
(4) äëÿ ëþáîãî α∈A/(n) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −α∈A/(n), ÷òî α+(−α) =

0̄;
(5) α(βγ) = (αβ)γ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ A/(n) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(6) αβ = βα äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A/(n) (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(7) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 1̄ ∈ A/(n), ÷òî 1̄ · α = α äëÿ ëþáîãî α ∈ A/(n);
(8) α(β + γ) = αβ + αγ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ A/(n) (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíî-

æåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ).
Ïóñòü a ∈ α, b ∈ β, c ∈ γ � êàêèå-òî ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ α, β, γ, òàê ÷òî
α = [a], β = [b], γ = [c]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0̄, 1̄, −α êëàññû [0], [1], [−a]. Ïðîâåðèì,
÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1)-(8) âûïîëíÿþòñÿ.

(1). Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â êîëüöå A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå a + (b + c) =
(a + b) + c, ïîëó÷àåì:

α + (β + γ) = [a] + ([b] + [c]) = [a] + [b + c] = [a + (b + c)] = [(a + b) + c] =

= [a + b] + [c] = ([a] + [b]) + [c] = (α + β) + γ.

(2). Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â êîëüöå A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå a + b = b + a,
ïîëó÷àåì: α + β = [a] + [b] = [a + b] = [b + a] = [b] + [a] = β + α.

(3). Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â êîëüöå A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 0 + a = a, ïîëó-
÷àåì: 0̄ + α = [0] + [a] = [0 + a] = [a] = α.

(4). Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â êîëüöå A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå a + (−a) = 0,
ïîëó÷àåì: α + (−α) = [a] + [−a] = [a + (−a)] = [0] = 0̄.

(5). Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â êîëüöå A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå a(bc) = (ab)c,
ïîëó÷àåì: α(βγ)=[a]([b][c])=[a][bc]=[a(bc)]=[(ab)c]=[ab][c]=([a][b])[c]=(αβ)γ.

(6). Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â êîëüöå A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ab = ba, ïîëó÷à-
åì: αβ = [a][b] = [ab] = [ba] = [b][a] = βα.

(7). Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â êîëüöå A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 1 · a = a, ïîëó-
÷àåì: 1̄ · α = [1][a] = [1 · a] = [a] = α.

(8). Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â êîëüöå A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå a(b+c) = ab+ac,
ïîëó÷àåì:

α(β + γ) = [a]([b] + [c]) = [a][b + c] = [a(b + c)] = [ab + ac] = [ab] + [ac] =

= [a][b] + [a][c] = αβ + αγ.

Êîëüöî Z/(n). Êàê ìû âèäåëè, êîëüöî Z/(n) ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ
[0]n, [1]n, [2]n, . . . , [n− 1]n.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñëîæèòü èëè ïåðåìíîæèòü äâà òàêèõ ýëåìåíòà [i]n, [j]n, íàäî
ñëîæèòü èëè ïåðåìíîæèòü îïðåäåëÿþùèå èõ öåëûå ÷èñëà i, j, à çàòåì ïîëó÷èâ-
øèéñÿ ðåçóëüòàò çàìåíèòü íà åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà n; êëàññ ýòîãî îñòàòêà
è áóäåò ðåçóëüòàòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî äåéñòâèÿ. Íàïðèìåð, [6]11 + [7]11 = [2]11,
[6]11 · [7]11 = [9]11, ïîòîìó ÷òî îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñåë 6 + 7 = 13, 6 · 7 = 42 íà
11 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 2 è 9.



Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ êîëüöà
Z/(6). Â ëåâîì âåðòèêàëüíîì ðÿäó êàæäîé èç ýòèõ òàáëèö óêàçàíû âñå âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà α ∈ Z/(6), à â âåðõíåì ãîðèçîíòàëüíîì ðÿäó � çíà÷åíèÿ
ýëåìåíòà β ∈ Z/(6). Íà ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ â ïåðâîé òàáëèöå
óêàçàíî çíà÷åíèå ñóììû α+β, à âî âòîðîé òàáëèöå � çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ αβ.

α + β [0] [1] [2] [3] [4] [5] α× β [0] [1] [2] [3] [4] [5]

[0] [0] [1] [2] [3] [4] [5] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
[1] [1] [2] [3] [4] [5] [0] [1] [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[2] [2] [3] [4] [5] [0] [1] [2] [0] [2] [4] [0] [2] [4]
[3] [3] [4] [5] [0] [1] [2] [3] [0] [3] [0] [3] [0] [3]
[4] [4] [5] [0] [1] [2] [3] [4] [0] [4] [2] [0] [4] [2]
[5] [5] [0] [1] [2] [3] [4] [5] [0] [5] [4] [3] [2] [1]

Ãëÿäÿ íà ýòè òàáëèöû, ìû ìîæåì çàìåòèòü, ÷òî ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîììó-
òàòèâíû � îáå òàáëèöû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè. Äàëåå, ñðàçó âèä-
íî, ÷òî åñòü íóëåâîé ýëåìåíò, ïðèáàâëåíèå êîòîðîãî ê ëþáîìó ýëåìåíòó íå ìåíÿåò
ýòîò ïîñëåäíèé ýëåìåíò, è, àíàëîãè÷íî, åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò äëÿ óìíîæåíèÿ.
Òî, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû ñëîæåíèÿ åñòü [0], ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî ýëåìåíòà α åñòü ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò −α. Êîíå÷íî, àññîöèàòèâíîñòü
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è äèñòðèáóòèâíîñòü â ýòèõ òàáëèöàõ òàê íàãëÿäíî íå
ïðîÿâëÿþòñÿ.

Ãëÿäÿ íà òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ Z/(6), çàìå÷àåì, ÷òî â íåé äîâîëüíî ìíîãî
íóëåé. Òàê, [4] · [3] = [0], õîòÿ îáà ñîìíîæèòåëÿ [4] è [3] îòëè÷íû îò [0]. Òàêèì
îáðàçîì, õîòÿ Z/(6) � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, îíî íå ÿâëÿåòñÿ
îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè: â íåì åñòü äåëèòåëè íóëÿ.

Ïîëÿ. Óñëîâèå òîãî, ÷òî êîëüöî âû÷åòîâ � ïîëå. Êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå
êîëüöî A íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè â íåì, êðîìå àêñèîì (1)-(8), êîòîðûå óæå íå
îäèí ðàç ïåðå÷èñëÿëèñü, âûïîëíÿåòñÿ åùå àêñèîìà

(9) äëÿ ëþáîãî a ∈ A, a 6= 0, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a−1 ∈ A, ÷òî aa−1 = 1.
Èíà÷å ãîâîðÿ, àêñèîìà (9) óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò â ïîëå

îáðàòèì. Òàêèì îáðàçîì, â ïîëå ìîæíî íå òîëüêî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, óìíî-
æàòü ýëåìåíòû, íî è äåëèòü íà ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò. Êàê áûëî ïîêàçàíî
ðàíåå (êîãäà ìû ãîâîðèëè î äåëèòåëÿõ 1), ýëåìåíò a−1 ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì
åäèíñòâåí; îí íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê a ýëåìåíòîì.

Õîðîøî èçâåñòíûìè âñåì ïðèìåðàìè ïîëåé ÿâëÿþòñÿ ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë Q è ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R. Ôîðìàëüíî êîëüöî, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåí-
íîãî ýëåìåíòà 0, ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òàê êàê àêñèîìû (1-(9) â íåì òðèâèàëüíûì
îáðàçîì âûïîëíåíû; îäíàêî, îáû÷íî åãî ïîëåì íå ñ÷èòàþò.
Ïðåäëîæåíèå 3. Âñÿêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ïîëå; òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, K ÿâëÿåòñÿ êîììóòà-
òèâíûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ 1, è ïîòîìó íàäî äîêàçàòü òîëüêî, ÷òî â íåì
íåò äåëèòåëåé 0, ò.å. ÷òî åñëè a, b ∈ K, a 6= 0, b 6= 0, òî ab 6= 0. Íî ýòî òðèâèàëüíî:
åñëè ab = 0, òî b = 1 · b = (a−1a)b = a−1(ab) = a−1 · 0 = 0 â ïðîòèâîðå÷èå ñ
ïðåäïîëîæåíèåì b 6= 0.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, â êîòîðîé âñå èäåàëû ãëàâíûå, è
ïóñòü n ∈ A, ïðè÷åì n 6= 0 è n � íå äåëèòåëü 1. Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

(1) êîëüöî âû÷åòîâ A/(n) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì;
(2) êîëüöî âû÷åòîâ A/(n) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè;



(3) n � ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2) ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì ïðåäëîæåíèåì.
(2) ⇒ (3). Ïóñòü A/(n) � îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Åñëè n � íå ïðîñòîé ýëåìåíò,

òî ó n åñòü íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü a ∈ A. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ A, òàêîé
÷òî n = ab. Ïðè ýòîì a íå äåëèòñÿ íà n (èíà÷å ýëåìåíò a áûë áû àññîöèðîâàí
ñ n è áûë áû òðèâèàëüíûì äåëèòåëåì n). Ïîêàæåì, ÷òî b íå äåëèòñÿ íà n. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàë áû ýëåìåíò c ∈ A, òàêîé ÷òî b = nc, è ìû èìåëè
áû: n · 1 = n = ab = n(ac); ïîñêîëüêó A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, à n 6= 0, îòñþäà
ñëåäîâàëî áû ÷òî 1 = ac, ò.å. ÷òî a � äåëèòåëü 1, è ïîòîìó a � òðèâèàëüíûé
äåëèòåëü n. Òàêèì îáðàçîì, [a]n 6= [0]n, [b]n 6= [0]n, íî [a]n[b]n = [ab]n = [n]n = [0]n,
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî A/(n) � îáëàñòü öåëîñòíîñòè.

(3) ⇒ (2). Ïóñòü ýëåìåíò n 6= 0 ïðîñòîé, è ïóñòü [a]n � íåíóëåâîé ýëåìåíò
êîëüöà âû÷åòîâ A/(n). Ïîñêîëüêó [a]n 6= [0]n, ýëåìåíò a ∈ A íå äåëèòñÿ íà n, à
çíà÷èò, a âçàèìíî ïðîñò ñ ïðîñòûì ýëåìåíòîì n. Íî òîãäà ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû
b, c ∈ A, òàêèå ÷òî ab+ cn = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ab ≡ 1 (mod n), ò.å. [a]n[b]n =
[ab]n = [1]n. Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà [a]n êîëüöà A/(n)
íàøåëñÿ îáðàòíûé ê íåìó ýëåìåíò [b]n ∈ A/(n).

Áëàãîäàðÿ ýòîé òåîðåìå, ó íàñ, êðîìå ïîëåé Q è R, ïîÿâèëîñü åùå áåñêîíå÷íî
ìíîãî ïðèìåðîâ ïîëåé. Èìåííî, ïî òåîðåìå 8 ïîëÿìè ÿâëÿþòñÿ êîëüöà âû÷åòîâ
Z/(2), Z/(3), Z/(5), Z/(7), Z/(11), . . . . Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòè êîëüöà âû÷åòîâ
ïîëÿìè âû÷åòîâ ïî ïðîñòûì ìîäóëÿì.

8. Îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà âû÷åòîâ
Îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî
ñ 1. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò ε ∈ A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, èëè äåëèòåëåì 1, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò δ ∈ A, ÷òî εδ = 1. Ìû ïîêàçàëè ðàíåå, ÷òî òàêîé ýëå-
ìåíò δ åäèíñòâåí, è ââåëè äëÿ íåãî îáîçíà÷åíèå ε−1. Ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ êîëüöà A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A∗.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Ìíî-
æåñòâî A∗ âñåõ åãî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ êîëüöà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû âèäåëè ðàíåå (ñì. ïðåäëîæåíèå 3), ÷òî åñëè ε, δ ∈ A∗, òî
εδ ∈ A∗, òàê ÷òî óìíîæåíèå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïàðå ýëåìåíòîâ èç A∗ ñíîâà
ýëåìåíò èç A∗. Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå êîëüöà A èíäóöèðóåò íà A∗ àëãåá-
ðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ. Ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà, ïîòîìó ÷òî
êîëüöî A êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî. Äàëåå, ïî ïðåäëîæåíèþ 3 1 ∈ A∗, è åñëè
ε ∈ A∗, òî è ε−1 ∈ A∗, è îíè îáëàäàþò òåìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûìè äîëæíû îáëà-
äàòü åäèíèöà è îáðàòíûé ýëåìåíò â ãðóïïå: 1 · ε = ε äëÿ ëþáîãî ε ∈ A∗; ε−1ε = 1
äëÿ ëþáîãî ε ∈ A∗. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ.

Ìû áóäåì íàçûâàòü A∗ ãðóïïîé îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà A.

Îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà âû÷åòîâ. Â êîëüöå âû÷åòîâ îáðàòèìûå êëàññû
âû÷åòîâ äîïóñêàþò ïðîñòîå îïèñàíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, â êî-
òîðîì âñå èäåàëû ãëàâíûå, n ∈ A, n 6= 0, è ïóñòü α ∈ A/(n). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ðàâíîñèëüíû:

(1) êëàññ âû÷åòîâ α îáðàòèì â A/(n);
(2) âñå ýëåìåíòû a ∈ α âçàèìíî ïðîñòû ñ n;
(3) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ α, âçàèìíî ïðîñòîé ñ n.



Äîêàçàòåëüñòâî. (2) ⇒ (3) � òðèâèàëüíî. Äîêàæåì, ÷òî (3) ⇒ (1). Ïóñòü a ∈ A,
ýëåìåíò èç êëàññà α, âçàèìíî ïðîñòîé ñ n. Òîãäà, âî-ïåðâûõ, α = [a]n, âî-âòîðûõ,
ñóùåñòâóþò òàêèå b, c ∈ A, ÷òî ab+cn = 1. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âëå÷åò ñðàâíåíèå
ab ≡ 1 (mod n), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî α[b]n = [a]n[b]n = [ab]n = [1]n. Êëàññ [b]n ∈
A/(n) îêàçàëñÿ îáðàòíûì ê êëàññó α, ÷òî è äîêàçûâàåò, ÷òî α ∈ (A/(n))∗.

(1) ⇒ (2). Ïóñòü α ∈ (A/(n))∗ è ïóñòü a ∈ α; òîãäà α = [a]n. Âûáåðåì ëþáîé
ýëåìåíò b â îáðàòíîì êëàññå α−1, òàê ÷òî α−1 = [b]n. Òîãäà [ab]n = [a]n[b]n =
αα−1 = [1]n, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ab ≡ 1 (mod n). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò
c ∈ A, äëÿ êîòîðîãî ab− cn = 1; íî òîãäà a è n âçàèìíî ïðîñòû ïî ïðåäëîæåíèþ
5, (1).

9. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà
Î ÷èñëå ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ÷å-
ðåç |X| ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåì. Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåð-
æäåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàáîòå ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè.

Ïóñòü f : X → Y � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, è ïóñòü îäíî èç ìíîæåñòâ X,
Y êîíå÷íî; òîãäà è äðóãîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ êîíå÷íî, è |X| = |Y |.

Ìû íå äîêàçûâàåì ýòî óòâåðæäåíèå, ïîòîìó ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî áûëî
áû òî÷íî îïðåäåëèòü âñå òåðìèíû, èñïîëüçîâàííûå â ôîðìóëèðîâêå. Íî ñ ïîíÿ-
òèÿìè "÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà", "íàòóðàëüíîå ÷èñëî" ìû çíàêîìû ëèøü
èç øêîëüíîãî êóðñà, è ïîýòîìó èìååì î íèõ òîëüêî íàãëÿäíî-íàèâíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå. Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü äàíû â ðàìêàõ òåîðèè ìíîæåñòâ; íî òàì
êàê ðàç ñóùåñòâîâàíèå áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîãî ìíîæåñòâà íà äðóãîå
ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî êîëè-
÷åñòâà ýëåìåíòîâ, òàê ÷òî íàøå íàèâíî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå, ñòðîãî ãîâîðÿ,
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ýéëåðà. Ïóñòü n ∈ Z, n > 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(n) ìíî-
æåñòâî {0, 1, 2, . . . , n− 1}, à ÷åðåç X ′(n) � ïîäìíîæåñòâî X(n), ñîñòîÿùåå èç âñåõ
òàêèõ ÷èñåë, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ n. Êîëüöî Z/(n) ñîñòîèò èç êëàññîâ âû-
÷åòîâ [0], [1], . . . , [n− 1], à ãðóïïà (Z/(n))∗ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ
Z/(n) � èç òåõ è òîëüêî òåõ êëàññîâ [i], 0 ≤ i < n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà i è n
âçàèìíî ïðîñòû. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå èç X ′(n) â Z/(n), ñîïîñòàâëÿþùåå ÷èñëó
i ∈ X ′(n) êëàññ âû÷åòîâ [i] ∈ Z/(n), ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì X ′(n)
íà (Z/(n))∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíèå äâà ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî
÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ïîëîæèì

ϕ(n) = |X ′(n)| = |(Z/(n))∗|.
Èòàê, ÷èñëî ϕ(n) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: îíî ðàâíî êîëè-
÷åñòâó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Z/(n), à òàêæå êîëè÷åñòâó òåõ èç ÷èñåë
0, 1, 2, . . . , n− 1, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ n.

Ìû îïðåäåëèëè ÷èñëî ϕ(n) äëÿ n ≥ 2; ïîëîæèì ϕ(1) = 1. Òàêèì îáðàçîì,
îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ϕ : N→ N; îíà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Ôóíêöèÿ ϕ(n) ïðè ïðèìàðíîì n. (×èñëî n íàçûâàåòñÿ ïðèìàðíûì, åñëè îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà). Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà
âñå ÷èñëà 1, 2, . . . , p−1 âçàèìíî ïðîñòû ñ p, è ïîòîìó ϕ(p) = p−1. Ñëåäóþùèé ïî
òðóäíîñòè ñëó÷àé � ýòî êîãäà n = ps, ãäå ÷èñëî p ïðîñòîå, à s ≥ 1. Îòìåòèì, ÷òî
÷èñëî a ∈ Z âçàèìíî ïðîñòî ñ ps òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå äåëèòñÿ íà p.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a÷ p, òî p � îáùèé äåëèòåëü a è ps, à çíà÷èò, ýòè ÷èñëà íå
âçàèìíî ïðîñòû. Åñëè æå a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî a âçàèìíî ïðîñòî



ñ p, à ïîòîìó èç ïðîèçâåäåíèåì ps íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿðîâ p. Òàêèì îáðàçîì, èç
ìíîæåñòâà X(ps) = {0, 1, 2, . . . , ps − 1} íå âçàèìíî ïðîñòû ñ ps òîëüêî ps−1 ÷èñåë

0, p, 2p, . . . , ps − p = (ps−1 − 1)p,

à îñòàëüíûå ps − ps−1 ÷èñåë ýòîãî ìíîæåñòâà âçàèìíî ïðîñòû ñ ps. Èòàê,
ϕ(ps) = ps − ps−1 = ps(1− 1/p).

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ. Â ýòîì ïóíêòå ìû íàïîìíèì îäíî îáùåìà-
òåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, êîòîðîå áóäåò íàì çäåñü (è íå òîëüêî çäåñü) óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü. Ïóñòü X, Y � ìíîæåñòâà. Èõ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî X ×Y , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå óïîðÿäî÷åííûå
ïàðû (x, y), ïåðâàÿ êîìïîíåíòà x êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X, à âòîðàÿ
� ìíîæåñòâó Y . Èòàê,

X × Y = {(x, y) |x ∈ X, y ∈ Y }.
Åñëè X0 ⊆ X, Y0 ⊆ Y , òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x0 ∈ X0, y0 ∈ Y0 óïîðÿäî÷åííàÿ
ïàðà (x0, y0) ïðèíàäëåæèò X×Y . Òàêèì îáðàçîì, X0×Y0 � ïîäìíîæåñòâî X×Y ;
òî÷íåå,

X0 × Y0 = {(x, y) ∈ X × Y |x ∈ X0, y ∈ Y0}.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ.

Ïóñòü X, Y � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òîãäà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X×Y òîæå
êîíå÷íî è |X × Y | = |X| · |Y |.

Âñå ñêàçàííîå îá óòâåðæäåíèè î ìíîæåñòâàõ, ñâÿçàííûõ áèåêòèâíûì îòîá-
ðàæåíèåì, ñïðàâåäëèâî è òåïåðü. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî â ðàìêàõ òåîðèè ìíî-
æåñòâ ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ, ãðóáî ãîâîðÿ, êàê ÷èñëî
ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ. Âñå æå ìû äàäèì ïîÿñíåíèå ê
ïîñëåäíåìó óòâåðæäåíèþ, çàñòàâëÿþùåå ïîâåðèòü â åãî ñïðàâåäëèâîñòü. Ïóñòü
X = {x1, . . . , xm}, Y = {y1, . . . , yn}. Äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ m, â ïðîèçâåäåíèè
X × Y ñîäåðæèòñÿ n ýëåìåíòîâ (xi, yj), ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ðàâíà xi.
Ïîñêîëüêó ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç m çíà÷åíèé x1, . . . , xm,
îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé m ñëàãàåìûõ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî n. Ýòà ñóììà, êîíå÷íî, ðàâíà mn.
Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè Ýéëåðà. Ïóñòü m, n � âçàèìíî ïðîñòûå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ìû îáîçíà÷àåì
÷åðåç X(N) ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ N , à ÷åðåç X ′(N)
� ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç âñåõ òåõ ÷èñåë èçX(N), êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ
N . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà X(mn) â äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
(Z/(m))× (Z/(n)): åñëè a ∈ X(mn), òî ïîëîæèì f(a) = ([a]m, [a]n).
Ëåììà. (1). Îòîáðàæåíèå f : X(mn) → (Z/(m))× (Z/(n)) áèåêòèâíî.

(2). ×èñëî a ∈ X(mn) òîãäà è òîëüêî òîãäà ïðèíàäëåæèò X ′(mn), êîãäà
f(a) ∈ (Z/(m))∗ × (Z/(n))∗.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Èíúåêòèâíîñòü. Ïóñòü a, b ∈ X(mn) è f(a) = f(b). Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ([a]m, [a]n) = ([b]m, [b]n), ò.å. [a]m = [b]m, [a]n = [b]n. Íî òîãäà a ≡ b
(mod m) è a ≡ b (mod n), è ïîýòîìó a−b äåëèòñÿ íà âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà m, n.
Ñëåäîâàòåëüíî, a−b äåëèòñÿ è íà èõ ïðîèçâåäåíèå mn. Íî îáà ÷èñëà a, b ∈ X(mn)
ïîëîæèòåëüíû è ìåíüøå mn; ïîòîìó −mn < a − b < mn, à â ýòîì ïðîìåæóòêå
íà mn äåëèòñÿ òîëüêî ÷èñëî 0. Èòàê, a− b = 0 è a = b.

Ñþðúåêòèâíîñòü. Ïóñòü (β, γ) ∈ Z/(m)× Z/(n), è ïóñòü b ∈ β, c ∈ γ � êàêèå-
òî ïðåäñòàâèòåëè ýòèõ êëàññîâ âû÷åòîâ. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ, ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî a′ ∈ Z, òàêîå ÷òî a′ ≡ b (mod m), a′ ≡ c (mod n). Ïóñòü a �
îñòàòîê îò äåëåíèÿ a′ íà mn. Òîãäà a ∈ X(mn) è [a]m = [a′]m = [b]m = β,
[a]n = [a′]n = [c]n = γ, òàê ÷òî f(a) = ([a]m, [a]n) = (β, γ).



(2). Åñëè a ∈ X ′(mn), òî a âçàèìíî ïðîñòî ñ mn, è, î÷åâèäíî, a âçàèìíî ïðîñòî
ñ m è ñ n, à ýòî çíà÷èò, ÷òî êëàññû [a]m è [a]n îáðàòèìû, ò.å. [a]m ∈ (Z/(m))∗, [a]n ∈
(Z/(n))∗. Òàêèì îáðàçîì, f(a) = ([a]m, [a]n) ∈ (Z/(m))∗×(Z/(n))∗. Îáðàòíî, ïóñòü
([a]m, [a]n) = f(a) ∈ (Z/(m))∗ × (Z/(n))∗; òîãäà [a]m ∈ (Z/(m))∗, [a]n ∈ (Z/(n))∗, à
ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòî ñ m è ñ n. Íî òîãäà a âçàèìíî ïðîñòî è
ñ ïðîèçâåäåíèåì mn, ò.å. a ∈ X ′(mn).

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè m, n � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî ϕ(mn) =
ϕ(m)ϕ(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îáà âàðèàíòà îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ýéëåðà, íàõî-
äèì, ÷òî ϕ(mn) = |X ′(mn)|, ϕ(m) = |(Z/(m))∗|, ϕ(n) = |(Z/(n))∗|. Èç ïðåäûäó-
ùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f áèåêòèâíî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî X ′(mn)
íà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå (Z/(m))∗ × (Z/(n))∗, ïîýòîìó
ϕ(mn) = |X ′(mn)| = |(Z/(m))∗ × (Z/(n))∗| = |(Z/(m))∗| · |(Z/(n))∗| = ϕ(m)ϕ(n).

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè n1, n2, . . . , nr � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà, òî ϕ(n1n2 . . . nr) = ϕ(n1)ϕ(n2) . . . ϕ(nr).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíàÿ èíäóêöèÿ ïî r.

ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ôóíêöèè Ýéëåðà îò ÷èñëà n, åñëè ìû çíàåì ðàçëîæåíèå n â ïðîèçâåäå-
íèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, è äàæå åñëè ìû çíàåì òîëüêî, íà êàêèå ïðîñòûå ÷èñëà
äåëèòñÿ n

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ïóñòü p1, . . . , pr � âñå åãî
ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïðîñòûå äåëèòåëè. Òîãäà

ϕ(n) = n(1− 1
p1

) . . . (1− 1
pr

).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáèðàÿ âìåñòå îäèíàêîâûå ñîìíîæèòåëè â ðàçëîæåíèè ÷èñëà
n â ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïîëó÷èì, ÷òî n = ps1

1 . . . psr
r ,

ãäå s1, . . . , sr ≥ 1. Åñëè i 6= j, òî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà pi, pj âçàèìíî
ïðîñòû, à ïîòîìó âçàèìíî ïðîñòû è èõ ñòåïåíè psi

i , p
sj

j . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñ-
ëà ps1

1 , . . . , psr
r ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, è ìû ïîëó÷àåì ïî ïðåäëîæåíèþ 2, ÷òî

ϕ(n) = ϕ(ps1
1 ) . . . ϕ(psr

r ). Íî ìû óæå âû÷èñëèëè çíà÷åíèå ôóíêöèè Ýéëåðà äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà àðãóìåíò � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà: ϕ(psi

i ) = psi
i (1 − 1/pi). Òàêèì

îáðàçîì,

ϕ(n) = ϕ(ps1
1 ) . . . ϕ(psr

r ) = ps1
1 (1− 1

p1
) · . . . · psr

r (1− 1
pr

) =

= ps1
1 · · · psr

r (1− 1
p1

) · · · (1− 1
pr

) = n(1− 1
p1

) . . . (1− 1
pr

).

10. Òåîðåìû Ýéëåðà, Ôåðìà è Âèëüñîíà
Òåîðåìà Ýéëåðà. Ïóñòü n > 1 � öåëîå ÷èñëî, è ïóñòü α � îáðàòèìûé ýëåìåíò
êîëüöà âû÷åòîâ Z/(n). Òîãäà αϕ(n) = [1]n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè àáåëåâó ãðóïïó (Z/(n))∗, ñîñòîÿùóþ
èç âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Z/(n), ÷åðåç G, à ÷èñëî ϕ(n) � ÷åðåç r. Ïóñòü
α1, . . . , αr � âñå ýëåìåíòû àáåëåâîé ãðóïïû G.

Ïóñòü α ∈ G; îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : G → G, ïîëîæèâ f(β) = αβ äëÿ
ëþáîãî β ∈ G (íàïîìíèì, ÷òî G � ãðóïïà, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ α, β ∈
G ñíîâà ïðèíàäëåæèò G). Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f áèåêòèâíî:

ñþðúåêòèâíîñòü � åñëè β∈G, òî α−1β∈G, è f(α−1β)=αα−1β=β;



èíúåêòèâíîñòü � åñëè β, γ∈G è f(β) = f(γ), òî
β = α−1αβ = α−1f(β) = α−1f(γ) = α−1αγ = γ.

Èç áèåêòèâíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî {f(α1), . . . , f(αr)} ñîñòîèò èç ýëå-
ìåíòîâ α1, . . . , αr, âçÿòûõ êàæäûé ïî îäíîìó ðàçó, à çíà÷èò, äâà ïðîèçâåäåíèÿ
f(α1)f(α2) . . . f(αr) è α1α2 . . . αr îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñîìíîæèòåëåé. Íî
ãðóïïà G àáåëåâà, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, è
ìû ïîëó÷àåì:

α1α2 . . . αr = f(α1)f(α2) . . . f(αr) = (αα1)(αα2) . . . (ααr) = αr(α1α2 . . . αr).

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ýëåìåíò γ = (α1α2 . . . αr)−1, ïîëó-
÷èì: [1]n = (α1α2 . . . αr)γ = αr(α1α2 . . . αr)γ = αr, ÷òî ìû è õîòåëè äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü a, n � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì n > 1, à ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòî
ñ n. Òîãäà aϕ(n) ≡ 1 (mod n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó a è n âçàèìíî ïðîñòû, êëàññ âû÷åòîâ [a]n îáðàòèì
â êîëüöå Z/(n), è ïîòîìó ïî òåîðåìå Ýéëåðà áóäåò [aϕ(n)]n = [a]ϕ(n)

n = [1]n, à ýòî
è çíà÷èò, ÷òî aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Îòìåòèì, ÷òî ñàì Ë.Ýéëåð äîêàçàë èìåííî ýòî óòâåðæäåíèå.

×àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ
Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî.
(1). Åñëè α � íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ âû÷åòîâ Z/(p), òî αp−1 = [1]p.
(2). Äëÿ ëþáîãî α ∈ Z/(p) áóäåò αp = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Ïîñêîëüêó ϕ(p) = p− 1, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû
Ýéëåðà.

(2). Åñëè α ∈ Z/(p), α 6= 0, òî αp−1 = [1]p ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà α, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå αp = α, êîòîðîå, î÷åâèäíî, âåðíî
è äëÿ èñêëþ÷åííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ α = [0]p.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè öåëîå ÷èñëî a íå
äåëèòñÿ íà p, òî ap−1 ≡ 1 (mod p). Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà a âûïîëíÿåòñÿ
ñðàâíåíèå ap ≡ a (mod p).

Ýòî ñëåäñòâèå âûâîäèòñÿ èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà òàê æå, êàê ïðåäûäóùåå
ñëåäñòâèå âûâîäèëîñü èç òåîðåìû Ýéëåðà.
Òåîðåìà Âèëüñîíà. Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ïðîèç-
âåäåíèå âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Z/(p) ðàâíî [−1]p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ïðîñòóþ ëåììó.
Ëåììà. Åñëè α 6= 0 � ýëåìåíò ïîëÿ Z/(p), è α 6= [±1]p, òî α 6= α−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α = α−1, òî α2 − [1]p = [0]p, è ïîòîìó (α − [1]p)(α +
[1]p) = 0. Íî â ïîëå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ íóëåâîå ëèøü òîãäà, êîãäà îäèí èç
ñîìíîæèòåëåé íóëåâîé. Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îäíî èç ðàâåíñòâ
α− [1]p = [0]p, α + [1]p = [0]p.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Âèëüñîíà. Åñëè p = 2, òî [−1]2 = [1]2, è
óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïóñòü p ≥ 3; âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ Z/(p), îò-
ëè÷íûå îò ýëåìåíòîâ [±1]p, ðàçáèâàþòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðû, ñîñòîÿùèå
èç ýëåìåíòà α è îáðàòíîãî ê íåìó ýëåìåíòà α−1. Ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ êàæ-
äîé òàêîé ïàðû ðàâíî [1]p, à ïîòîìó ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Z/(p),
îòëè÷íûõ îò [0]p, [±1]p, ðàâíî [1]p. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ ïîëÿ Z/(p) ðàâíî [1]p · [−1]p · [1]p = [−1]p.



Ïîñêîëüêó [1]p, [2]p, . . . , [p − 1]p � ýòî âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ Z/(p), ìû
ïîëó÷àåì ïî òåîðåìå Âèëüñîíà, ÷òî

[(p− 1)!]p = [1 · 2 · . . . · (p− 1)] = [1]p[2]p . . . [p− 1]p = [−1]p,

è òåì ñàìûì äîêàçàíî

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà (p−1)!+1 äåëèòñÿ
íà p.

11. Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé íåèçâåñòíîé
Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè è èõ ðåøåíèÿ. Ñðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè ñ íåèçâåñò-
íîé x íàä êîëüöîì A íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà ax ≡ b (mod n), ãäå a, b, n ∈ A.
Îòìåòèì, ÷òî íàïèñàííîå âûðàæåíèå íå íàäî âîñïðèíèìàòü ñîäåðæàòåëüíî: îíî
íå îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíûé äâó÷ëåí ax− b äåëèòñÿ íà n. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîñòî ñëîâî îïðåäåëåííîãî âèäà â àëôàâèòå, ñîñòîÿùåì èç ýëåìåíòîâ êîëüöà A
è ïÿòè ãðàôè÷åñêèõ çíàêîâ

x ≡ mod ( )

Ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ ax ≡ b (mod n) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò x0 ∈ A, òàêîé ÷òî
ax0 ≡ b (mod n). Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå óæå âîñïðèíèìàåòñÿ ñîäåðæàòåëüíî: îíî
îçíà÷àåò, ÷òî äâà ýëåìåíòà ax0 è b êîëüöà A ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n, ò.å. ÷òî èõ
ðàçíîñòü ax0 − b äåëèòñÿ â êîëüöå A íà n.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âîïðîñû: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî?
åñëè îíî ðàçðåøèìî, òî êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé? êàê íàéòè âñå
ðåøåíèÿ?

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëíûé îòâåò íà
ïåðâûå äâà âîïðîñà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ, a, b, n ∈ A; äàëåå, ïóñòü d �
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è n, à n1 ∈ A òàêîâî, ÷òî n = dn1.

(1) Ñðàâíåíèå ax ≡ b (mod n) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b äå-
ëèòñÿ íà d.

(2) Åñëè x0 ∈ A � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ax ≡ b (mod n), òî ýëåìåíò x1 ∈ A ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî ñðàâíåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 ≡ x0 (mod n).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Ïóñòü x0 ∈ A � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ax ≡ b (mod n); òîãäà
b ≡ ax0 (mod n), è òåì áîëåå b ≡ ax0 (mod d), ïîòîìó ÷òî n ÷ d. Íî a òîæå
äåëèòñÿ íà d, ïîýòîìó b ≡ 0 ·x0 = 0 (mod d), è b÷d. Îáðàòíî, ïóñòü b÷d è ïóñòü
b1 ∈ A � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî b = b1d. Ïîñêîëüêó d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
a è n, ïî òåîðåìå 4.1,(4) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò z0 ∈ A, ÷òî az0 ≡ d (mod n);
íî òîãäà a(b1z0) ≡ b1d = b (mod n), ò.å. x0 = b1z0 � ðåøåíèå íàøåãî ñðàâíåíèÿ
ax ≡ b (mod n).

(2) Ïóñòü a1 ∈ A òàêîâî, ÷òî a = da1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî a1, n1 âçàèìíî ïðîñòû.
Äåéñòâèòåëüíî, èç òîãî, ÷òî d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a = da1 è n =
dn1, ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû z0, u0 ∈ A, ÷òî d = da1z0 + dn1u0.
Ñîêðàùàÿ íà d (âåäü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè), ïîëó÷àåì, ÷òî 1 = a1z0 + n1u0,
îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî 1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì a1 è n1.

Ïóñòü òåïåðü x0, x1 ∈ A � ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ ax ≡ b (mod n). Òîãäà
da1x1 ≡ b ≡ da1x0 (mod dn1),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a1x1 ≡ a1x0 (mod n1). Íî a1 è n1 âçàèìíî ïðîñòû, è ïîòîìó
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò q ∈ A, ÷òî qa1 ≡ 1 (mod n1). Ñëåäîâàòåëüíî,

x1 = 1 · x1 ≡ qa1x1 ≡ qa1x0 ≡ 1 · x0 = x0 (mod n1).



Îáðàòíî, åñëè ax0 ≡ b (mod n) è x1 ≡ x0 (mod n1), òî dx1 ≡ dx0 (mod dn1), ò.å.
dx1 ≡ dx0 (mod n). Òîãäà ax1 = a1dx1 ≡ a1dx0 = ax0 ≡ b (mod n), ò.å. x1 � òîæå
ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ax ≡ b (mod n).

Ðåøåíèå ñðàâíåíèé íàä Z. Ïóñòü a, b, n ∈ Z, ïðè÷åì a 6= 0, n 6= 0, è ïóñòü ñðàâíå-
íèå. ax ≡ b (mod n) ðàçðåøèìî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
÷èñåë a è n; ïî òåîðåìå 1, ÷èñëî b òîæå äåëèòñÿ íà d. Ñóùåñòâóþò òàêèå öå-
ëûå ÷èñëà a1, b1, n1, ÷òî a = da1, b = db1, n = dn1; âûøå ìû óâèäåëè, ÷òî
(a1, n1) = (1).

Ìû óêàæåì ñåé÷àñ äâà àëãîðèôìà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íàøåãî ñðàâíåíèÿ.
1. Ïîëüçóÿñü àëãîðèôìîì Åâêëèäà, íàéäåì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d

÷èñåë a è n è åãî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå d = au+nv, ãäå u, v � íåêîòîðûå öåëûå
÷èñëà. Òîãäà b1u � îäíî èç ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ ax ≡ b (mod n). Äåéñòâèòåëüíî,
a(b1u) = b1(au) = b1(d− nv) ≡ b1d = b (mod n).

2. Ïîñêîëüêó ÷èñëà a1 è n1 âçàèìíî ïðîñòû, ïî òåîðåìå Ýéëåðà ïîëó÷àåì, ÷òî
a

ϕ(n1)
1 ≡ 1 (mod n1); ïîýòîìó

a1(b1a
ϕ(n1)−1
1 ) = b1a

ϕ(n1)
1 ≡ b1 (mod n1).

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè è ìîäóëü ïîëó÷èâøåãîñÿ ñðàâíåíèÿ íà d, ïîëó÷èì, ÷òî a(b1a
ϕ(n1)−1
1 ) ≡

b (mod n1). Òàêèì îáðàçîì, b1a
ϕ(n1)−1
1 � îäíî èç ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ ax ≡ b

(mod n).
Çíàÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå x0 = b1u èëè x0 = b1a

ϕ(n1)−1
1 , îáùåå ðåøåíèå íàéäåì ïî

ôîðìóëå x1 = x0 + kn1, ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

Óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè íàä êîëüöîì âû÷åòîâ. Ïóñòü n 6= 0 � öåëîå ÷èñëî.
Óðàâíåíèåì íàä êîëüöîì Z/(n) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà αx = β, ãäå α, β ∈
Z/(n). Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ξ ∈ A, òàêîé ÷òî αξ = β.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a, b, n � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì n 6= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d
ïîëîæèòåëüíûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è n. Óðàâíåíèå [a]nx = [b]n ðàç-
ðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b ÷ d. Åñëè óðàâíåíèå ðàçðåøèìî, òî îíî
èìååò â òî÷íîñòè d ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññ ξ = [x0]n ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ax0 ≡ b (mod n), ò.å. êîãäà x0 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ax ≡ b (mod n).
Ïî òåîðåìå 1 òàêîå ÷èñëî x0 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b÷d. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç n1 ÷èñëî n/d. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå [x0]n, òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ èìååò âèä [x0 +kn1]n, ãäå k ∈ Z. Î÷åâèäíî, ñëåäóþùèå d ðåøåíèé ðàç-
ëè÷íû:

[x0]n, [x0 + n1]n, [x0 + 2n1]n, . . . , [x0 + (d− 1)n1]n.

Åñëè k � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç q, r íåïîëíîå ÷àñòíîå è
îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà d, òàê ÷òî k = r + dq, 0 ≤ r < d. Òîãäà

x0 + kn1 = x0 + rn1 + qdn1 = x0 + rn1 + qn ≡ x0 + rn1 (mod n),

è ïîýòîìó [x0 + kn1]n = [x0 + rn1]n, ò.å. ðåøåíèå [x0 + kn1]n ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç
ïåðå÷èñëåííûõ âûøå d ðåøåíèé.

Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè. Êàê ïðàâèëî, îäíîãî óðàâíåíèÿ íåäî-
ñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí. Ñèòóà-
öèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè íà íåèçâåñòíûå íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ.
Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðåøåíèå öåëûìè èëè äàæå íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè. Àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ íåèçâåñòíûõ íàçû-
âàåòñÿ äèîôàíòîâûì, åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ëèøü öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ.



Ïðîñòåéøèì äèîôàíòîâûì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ñ
äâóìÿ íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè. Òàêîå óðàâíåíèå èìååò âèä ax+by = c, ãäå a, b,
c � öåëûå ÷èñëà. Ïàðà öåëûõ ÷èñåë (x0, y0) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî äèîôàí-
òîâà óðàâíåíèÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî ax0 +by0 = c. Åñëè (x0, y0)
� ðåøåíèå íàøåãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ, òî ax0 ≡ c (mod b), ò.å. x0 � ðåøåíèå
ñðàâíåíèÿ ax ≡ c (mod b). Îáðàòíî, åñëè x0 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ax ≡ c (mod b),
òî ax0 − c÷ b, è ïîòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî y0, ÷òî ax0 − c = by0, òàê
÷òî ax0 + b(−y0) = c, è (x0,−y0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax+ by = c. Ïîñêîëüêó äëÿ
ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ ax ≡ c (mod b) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëî
c äåëèëîñü íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b, òî æå óñëîâèå íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ ax + by = c.

Îïèøåì ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ ax + by = c, ïðåäïî-
ëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî a è b âçàèìíî ïðîñòû. Ïóñòü (x0, y0) � êàêîå-òî ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ, è ïóñòü (x1, y1) � åãî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå. Òîãäà x1 ðåøàåò ñðàâíå-
íèå ax ≡ c (mod b), è ïîòîìó x1 = x0 + kb äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z; ïîäñòàâëÿÿ ýòî
çíà÷åíèå â äèîôàíòîâî óðàâíåíèå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ax0 + by0 = c, íàõîäèì:

c = a(x0 + kb) + by1 = ax0 + by0 + b(y1 − y0 + ak) = c + b(y1 − y0 + ak),

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî y1 = y0 − ka. Èòàê, åñëè (x0, y0) � îäíî èç ðåøåíèé äèî-
ôàíòîâà óðàâíåíèÿ ax + by = c, òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä
(x0 + kb, y0 − ka).

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äàâàëîñü íåîòðè-
öàòåëüíûìè ÷èñëàìè, òî èíîãäà ðåøåíèå äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ
åäèíñòâåííûì. Ðåøèì äëÿ ïðèìåðà ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Â êóëüêå ðîâíî 500 ã êîí-
ôåò äâóõ ñîðòîâ; îäíà êîíôåòà â êðàñíîì ôàíòèêå âåñèò 14 ã, à îäíà êîíôåòà â
ñèíåì ôàíòèêå âåñèò 23 ã. Ñêîëüêî â êóëüêå êîíôåò êàæäîãî èç ñîðòîâ? Çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ

14x + 23y = 500.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. ×èñëî y äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñðàâ-
íåíèþ 23y ≡ 500 (mod 14). Çàìåíÿÿ êîýôôèöèåíò 23 ïðè y íà ñðàâíèìûé ñ íèì
ïî ìîäóëþ 14 êîýôôèöèåíò −5, ïîëó÷èì ñðàâíåíèå −5y ≡ 500 (mod 14), êîòîðîå
èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå y0 = −100. Ïîäñòàâèâ y0 â íàøå óðàâíåíèå, íàéäåì
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x:

x0 = (500− 23y0)/14 = (500 + 2300)/14 = 200.

Èòàê, ìû íàøëè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (200,−100); îáùåå ðåøåíèå èìååò
âèä (200 + 23k,−100 − 14k), ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó ïî ñìûñëó çàäà-
÷è îáå ïåðåìåííûå äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû, ïîëó÷àåì äëÿ k íåðàâåíñòâà
200 + 23k > 0, −100 − 14k > 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî −200/23 < k < −100/14.
Åäèíñòâåííûì öåëûì ÷èñëîì k, óäîâëåòâîðÿþùèì ýòèì íåðàâåíñòâàì, ÿâëÿåòñÿ
−8. Òàêèì îáðàçîì, x1 = 200 + 23 · (−8) = 16, y1 = −100 − 14 · (−8) = 12 è åñòü
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è.

12. Ñðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè ñ îäíîé íåèçâåñòíîé
Ñðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ìû âûÿñíÿåì óñëî-
âèÿ ðàçðåøèìîñòè â öåëûõ ÷èñëàõ ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod n), ãäå a è n > 1 �
öåëûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a è n âçàèìíî ïðîñòû; îá-
ùèé ñëó÷àé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñâîäèòñÿ ê ýòîìó ïðè ïîìîùè íåñëîæíîãî
àíàëèçà, îäíàêî ôîðìóëèðîâêè ñòàíîâÿòñÿ ãðîìîçäêèìè è íå î÷åíü ïîó÷èòåëü-
íûìè. Öåëüþ ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå ïðîáëåìû ê ñëó÷àþ íå÷åòíîãî
ïðîñòîãî ìîäóëÿ.



Âûøå ìû îïðåäåëèëè, ÷òî òàêîå ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè. Àíàëî-
ãè÷íî ýòîìó, ÷èñëî x0 ∈ Z íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod n), åñëè
öåëûå ÷èñëà x2

0, a ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n.

Ñâåäåíèå ê ñëó÷àþ ïðèìàðíîãî ìîäóëÿ. Áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ñâå-
äåì ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ n ê ñëó÷àÿì n = 2s è n = ps, ãäå p � íå÷åòíîå
ïðîñòîå ÷èñëî. Ýòè ñëó÷àè áóäóò ðàçîáðàíû â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n = ps1
1 · · · psr

r , ãäå p1, ... , pr � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîëîæè-
òåëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà, è ïóñòü a ∈ Z. Ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod n) ðàçðåøèìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìû âñå ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod ps1

1 ), ... ,
x2 ≡ a (mod psr

r ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod ps1
1 ), ... , x2 ≡ a (mod psr

r )
ðàçðåøèìû, è ïóñòü xi � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod psi

i ) (1 ≤ i ≤ r). Ïî-
ñêîëüêó ïðè i 6= j ïðîñòûå ÷èñëà pi è pj ðàçëè÷íû, îíè âçàèìíî ïðîñòû, à çíà÷èò,
âçàèìíî ïðîñòû è èõ ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà ps1

1 , . . . , psr
r ïîïàðíî âçàèì-

íî ïðîñòû. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî x0, òàêîå
÷òî x0 ≡ xi (mod psi

i ) äëÿ âñåõ i, (1 ≤ i ≤ r). Íî òîãäà x2
0 ≡ x2

i ≡ a (mod psi
i )

äëÿ âñåõ i. Çíà÷èò, ÷èñëî x2
0 − a äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ

÷èñåë ps1
1 , . . . , psr

r , à ïîòîìó äåëèòñÿ è íà èõ ïðîèçâåäåíèå ps1
1 · · · psr

r = n. Òàêèì
îáðàçîì, x2

0 ≡ a (mod n), ò.å. x0 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod n).
Íàîáîðîò, åñëè ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod n) ðàçðåøèìî, è x0 � åãî ðåøåíèå, òî

x0 ðåøàåò è êàæäîå èç ñðàâíåíèé x2 ≡ a (mod psi
i ), 1 ≤ i ≤ r.

Ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod 2s).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a � íå÷åòíîå ÷èñëî.
(1) Ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod 2) ðàçðåøèìî.
(2) Ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod 4) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ñðàâ-

íèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ 4.
(3) Åñëè s ≥ 3, òî ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod 2s) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà a ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ 8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî êâàäðàò ëþáîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà ñðàâ-
íèì ñ 1 ïî ìîäóëþ 8. Â ñàìîì äåëå, åñëè u íå÷åòíî, òî u ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ
8 ñ îäíèì èç ÷èñåë 1, 3, 5, 7, à ïîòîìó ÷èñëî u2 ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 8 ñ îäíèì
èç ÷èñåë 12 = 1, 32 = 9, 52 = 25, 72 = 49; íî âñå ýòè êâàäðàòû ïðè äåëåíèè íà 8
äàþò îñòàòîê 1. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé óòâåðæäåíèé (2)
è (3). Óòâåðæäåíèå (1) è äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ â óòâåðæäåíèè (2) òðèâèàëüíû.
Ïîýòîìó îñòàåòñÿ äîêàçàòü ëèøü, ÷òî åñëè s ≥ 3, a ≡ 1 (mod 8), òî ñðàâíåíèå
x2 ≡ a (mod 2s) ðàçðåøèìî.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî s. Ñëó÷àé s = 3 òðè-
âèàëåí. Ïóñòü s > 3 è ïóñòü óæå íàéäåíî ÷èñëî y0 ∈ Z, òàêîå ÷òî y2

0 ≡ a
(mod 2s−1). Åñëè y2

0 ≡ a (mod 2s), òî y0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è äëÿ ñðàâíåíèÿ
x2 ≡ a (mod 2s). Åñëè æå y2

0 6≡ a (mod 2s), òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ y2
0 − a íà 2s

ðàâåí 2s−1, ïîòîìó ÷òî îí íå ðàâåí 0, ìåíüøå ÷èñëà 2s è äåëèòñÿ íà 2s−1; ïîýòîìó
y2
0 ≡ a+2s−1 (mod 2s). Ïîëîæèì x0 = y0 +2s−2; çàìåòèâ, ÷òî ÷èñëî y0, î÷åâèäíî,
íå÷åòíî, à ïîòîìó ïðåäñòàâèìî â âèäå y0 = 2k + 1, è ÷òî 2(s− 2) ≥ s, ïîëó÷àåì:

x2
0 = (y0 + 2s−2)2 = y2

0 + 2 · 2s−2y0 + 22(s−2) ≡ y2
0 + 2s−1(2k + 1) ≡

≡ a + 2s−1 + (2s−1 · 2k + 2s−1) ≡ a (mod 2s).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ðåøåíèå x0 ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod 2s).



Ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod ps), ãäå p � íå÷åòíîå ïðîñòîå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, s ≥ 1, è ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî,
íå äåëÿùååñÿ íà p. Ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod ps) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðàçðåøèìî ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà; äîñòàòî÷íîñòü äîêàæåì èíäóêöèåé
ïî s. Åñëè s = 1, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ òàâòîëîãèåé. Ïóñòü s > 1,
è ïóñòü óæå íàéäåíî ÷èñëî y0 ∈ Z, òàêîå ÷òî y2

0 ≡ a (mod ps−1). Ðåøåíèå x0

ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod ps) áóäåì èñêàòü â ôîðìå x0 = y0 + bps−1. Ïîñêîëüêó
2(s−1) ≥ s, íàõîäèì, ÷òî x2

0 = y2
0 +2y0p

s−1 ·b+b2p2(s−1) ≡ y2
0 +2y0p

s−1 ·b (mod ps).
Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî x2

0 áûëî ñðàâíèìî ñ a ïî ìîäóëþ ps, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñðàâíåíèå y2

0 + 2y0p
s−1 · b ≡ a (mod ps), êîòîðîå

ýêâèâàëåíòíî ñðàâíåíèþ (2y0p
s−1)b ≡ (a − y2

0) (mod ps). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî b, ò.å. ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî
ñðàâíåíèÿ a− y2

0 äåëèòñÿ íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîýôôèöèåíòà 2y0p
s−1

è ìîäóëÿ ps. Íî ýòî òàê: î÷åâèäíî, ÷òî y0 è 2 âçàèìíî ïðîñòû ñ p, è ïîýòîìó ps−1

ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì 2y0p
s−1 è ps, à ÷èñëî a − y2

0 äåëèòñÿ íà
ps−1, ïîòîìó ÷òî y2

0 ≡ a (mod ps−1).

13. Ñèìâîë êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà è òåîðåìà âçàèìíîñòè
Ñèìâîë êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà. Ïóñòü p > 0 � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, è ïóñòü
a � öåëîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà p. Îïðåäåëèì ñèìâîë

( a

p

)
, ïîëîæèâ

( a

p

)
=

{
1, åñëè ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p) èìååò ðåøåíèí;
−1, åñëè ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p) íå èìååò ðåøåíèé.

Ýòîò ñèìâîë íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Ëåæàíäðà, èëè ñèìâîëîì êâàäðàòè÷íîãî âû-
÷åòà. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p

(êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p), åñëè
( a

p

)
= 1 (ñîîòâåòñòâåííî,

( a

p

)
=

−1).
Îòìåòèì çäåñü ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñèìâîëà êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà.
(1) Åñëè öåëûå ÷èñëà a, b íå äåëÿòñÿ íà p, òî

( ab2

p

)
=

( a

p

)
.

(2) Åñëè a, b ∈ Z, a íå äåëèòñÿ íà p è a ≡ b (mod p), òî
( a

p

)
=

( b

p

)
.

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó (2), âìåñòå ñ ýëåìåíòîì a âåñü êëàññ âû÷åòîâ [a] ñîñòîèò
èç êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ èëè êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ.

(3) ×èñëî êëàññîâ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p è ÷èñëî êëàññîâ êâàä-
ðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p îáà ðàâíû (p− 1)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî èìååòñÿ p − 1 êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ñîñòîÿùèõ
èç ýëåìåíòîâ, íå äåëÿùèõñÿ íà p � ýòî êëàññû [1], [2], . . . , [p−1]. Êëàññ [a] ñîñòîèò
èç êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â
ïîëå Z/(p). Òàêèì îáðàçîì, èç êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ñîñòîÿò ñëåäóþùèå (p−1)/2
êëàññîâ

[1]2 = [(p− 1]2, [2]2 = [p− 2]2, . . . [(p− 1)/2]2 = [(p + 1)/2]2,

è òîëüêî îíè. Ïîýòîìó îñòàëüíûå (p − 1)/2 êëàññîâ ñîñòîÿò èç êâàäðàòè÷íûõ
íåâû÷åòîâ.

(4) Åñëè a ∈ Z, a íå äåëèòñÿ íà p, òî a(p−1)/2 ≡
( a

p

)
(mod p).



Äîêàçàòåëüñòâî. Èíà÷å ãîâîðÿ, óòâåðæäåíèå ãëàñèò: åñëè êëàññ α ∈ Z/(p) ñî-
ñòîèò èç êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ, òî α(p−1)/2 = [1], à åñëè îí ñîñòîèò èç êâàä-
ðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ, òî α(p−1)/2 = −[1]. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ìàëîé
òåîðåìû Ôåðìà: åñëè êëàññ α ∈ Z ñîñòîèò èç êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ, òî ñóùå-
ñòâóåò êëàññ β ∈ Z/(p), òàêîé ÷òî α = β2, è α(p−1)/2 = βp−1 = [1].

Íàì ïðèäåòñÿ ñåé÷àñ âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíèì îáùèì ôàêòîì î êîðíÿõ ìíîãî-
÷ëåíîâ íàä ïîëåì, êîòîðûé áóäåò äîêàçàí â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Åñëè K � ïîëå, òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n > 0 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
K ñóùåñòâóåò íå áîëåå n ýëåìåíòîâ ïîëÿ K, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà
ðàâíî 0.

Ïðèìåíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå ê ìíîãî÷ëåíó x(p−1)/2−[1] íàä ïîëåì Z/(p), ïîëó÷à-
åì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå (p− 1)/2 êëàññîâ α ∈ Z/(p), òàêèõ ÷òî α(p−1)/2 = [1].
Íî ìû óæå çíàåì, ÷òî âñå (p − 1)/2 êëàññîâ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ îáëàäàþò
ýòèì ñâîéñòâîì; ïîýòîìó íè îäèí êëàññ, íå ñîñòîÿùèé èç êâàäðàòè÷íûõ âû÷å-
òîâ, íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè êëàññ α ñîñòîèò èç
êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ, òî α(p−1)/2 6= [1]. Íî ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà âñå æå
áóäåò

[0] = αp−1 − [1] = (α(p−1)/2 − [1])(α(p−1)/2 + [1]),
è, ïîñêîëüêó ïåðâûé ñîìíîæèòåëü îòëè÷åí îò [0], à êîëüöî Z/(p) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì
è òåì áîëåå îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, â [0] îáðàùàåòñÿ âòîðîé ñîìíîæèòåëü. Èòàê,
åñëè êëàññ α ñîñòîèò èç êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ, òî α(p−1)/2 + [1] = [0].

Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ñèìâîëà êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà. Èç ïðåäûäóùåé ôîð-
ìóëû ëåãêî âûâåñòè ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî.

(5) Åñëè a, b � íå äåëÿùèåñÿ íà p öåëûå ÷èñëà, òî
( ab

p

)
=

( a

p

)( b

p

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó (4)
( ab

p

)
≡ (ab)(p−1)/2 = a(p−1)/2b(p−1)/2 ≡

( a

p

)( b

p

)
(mod p).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ñðàâíåíèÿ ñòîÿò ÷èñëà ±1, êî-
òîðûå ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ p ≥ 3 òîëüêî åñëè îíè ðàâíû.

Âûðàæåíèå ñèìâîëà êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà ïðè ïîìîùè íàèìåíüøèõ âû÷åòîâ.
Äî ñèõ ïîð â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ìû âñåãäà
âûáèðàëè ÷èñëà îò 0 äî n. Íî ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå ïîëíûå
ñèñòåìû âû÷åòîâ. Åñëè â êàæäîì êëàññå âûáðàòü íàèìåíüøèé ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå ïðåäñòàâèòåëü, òî ïðè íå÷åòíîì n âñ¼ êîëüöî Z/(n) áóäåò ñîñòîÿòü èç
êëàññîâ [0], ±[1], . . . , ±[(n− 1)/2].

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé ñèñòåìîé ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü åùå
îäíó ôîðìóëó äëÿ ñèìâîëà êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà.

(6) Ïóñòü a ∈ Z, ïðè÷åì a íå äåëèòñÿ íà p. Äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i < p/2,
ïóñòü εi, ui ∈ Z òàêîâû ÷òî εi = ±1, 1 ≤ ui < p/2 è [ai] = εi[ui]. Òîãäà( a

p

)
= ε1ε2 . . . εr, ãäå ÷åðåç r äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî ÷èñëî (p− 1)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî òàêèå εi, ui ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó a è i íå äåëÿòñÿ íà p, êëàññ [ai] íåíóëåâîé; åñëè vi

íàèìåíüøèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðåäñòàâèòåëü êëàññà [ai], òî εi ðàâíî 1 èëè
−1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîëîæèòåëüíî èëè îòðèöàòåëüíî ÷èñëî vi, à ui = |vi|.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ íàïîìèíàþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ýéëåðà. Äîêà-
æåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè 1 ≤ i, j < p/2 è i 6= j ÷èñëà ui, uj ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ui = uj , òî [ai] = εi[ui] = ±εj [uj ] = ±[aj], ò.å. a(i + j) = ai + aj ≡ 0 (mod p)
èëè a(i − j) = ai − aj ≡ 0 (mod p). Ïîñêîëüêó a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p,



ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíî èç ÷èñåë i + j, i− j äåëèòñÿ íà p. Íî ïðè 1 ≤ i, j < p/2 ìû
èìååì: 2 ≤ i + j < p, −p < i − j < p, òàê ÷òî ÷èñëî i + j íå äåëèòñÿ íà p, à i − j
ìîæåò äåëèòüñÿ íà p ëèøü åñëè i− j = 0, ò.å. åñëè i = j.

Òàêèì îáðàçîì, r ÷èñåë u1, u2, . . . , ur ðàçëè÷íû; íî êàæäîå èç íèõ ñîâïàäàåò ñ
îäíèì èç r ÷èñåë 1, 2, . . . , r. Ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë ui âñòðå÷àåòñÿ êàæäîå èç ÷èñåë
1, 2, . . . , r, ïðè÷åì ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Çíà÷èò, u1u2 . . . ur = 1 · 2 · . . . · r = r!.

Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì:

r!
( a

p

)
≡ r!ar = (a · 1)(a · 2) . . . (a · r) ≡ (ε1u1)(ε2u2) . . . (εrur) =

= ε1ε2 . . . εr · u1u2 . . . ur = r!ε1ε2 . . . εr (mod p).

Çíà÷èò, ðàçíîñòü
( a

p

)
− ε1ε2 . . . εr, óìíîæåííàÿ íà r!, äåëèòñÿ íà p; íî r! íå äå-

ëèòñÿ íà p, ïîýòîìó íà p äåëèòñÿ ðàçíîñòü
( a

p

)
− ε1ε2 . . . εr. Êàæäîå èç ÷èñåë

( a

p

)
è ε1ε2 . . . εr ðàâíî ±1; ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäûäóùàÿ ðàçíîñòü ìîæåò ïðèíè-

ìàòü ëèøü çíà÷åíèÿ −2, 0, 2, èç êîòîðûõ íà p ≥ 3 äåëèòñÿ ëèøü 0. Èòàê, ìû
äîêàçàëè, ÷òî ( a

p

)
− ε1ε2 . . . εr = 0.

Åùå îäíà ôîðìóëà äëÿ ñèìâîëà. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íàøåé ôîð-
ìóëû äëÿ ñèìâîëà êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà íàì ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó x íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî [x], íå
ïðåâîñõîäÿùåå x. Íàïðèìåð, [5/2] = 2, ([-1]=1), [−3, 1] = −4. Ê ñîæàëåíèþ, òðà-
äèöèîííîå îáîçíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè, íàçûâàåìîé "öåëàÿ ÷àñòü x"èëè "àíòüå
îò x"(îò ôðàíöóçñêîãî entier, ÷òî îçíà÷àåò "öåëûé"), ñîâïàäàåò ñ íàøèì îáî-
çíà÷åíèåì äëÿ êëàññà âû÷åòîâ, ñîäåðæàùåãî íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Îäíàêî, èç
êîíòåêñòà âñåãäà áóäåò ÿñíî, êàêîé èìåííî ñìûñë ìû ïðèäàåì êâàäðàòíûì ñêîá-
êàì, òàê ÷òî íåäîðàçóìåíèÿ íå âîçíèêíóò.

Çàìåòèì, ÷òî εi = 1, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî k, ÷òî kp < ai <
kp + p/2, ò.å. 2k < 2ai/p < 2k + 1. Òàêèì îáðàçîì, εi = 1, åñëè [2ai/p] ÷åòíî.
Àíàëîãè÷íî, εi = −1, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî k, ÷òî kp + p/2 < ai <
kp + p, ò.å. 2k + 1 < 2ai/p < 2k + 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî [2ai/p] íå÷åòíî. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ε = (−1)[2ai/p], è ìû ïîëó÷àåì íîâûé âàðèàíò ôîðìóëû äëÿ ñèìâîëà
êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà.

(7) Ïóñòü a ∈ Z, ïðè÷åì a íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà
( a

p

)
= (−1)

[
2a·1

p

]
+

[
2a·2

p

]
+···+

[
2a·r

p

]
.

Ñèìâîë
( a

p

)
ïðè íå÷åòíîì a è ïðè a = 2. Åñëè a íå÷åòíî, òî ìû ìîæåì ïî-

ëó÷èòü ôîðìóëó, áîëåå óäîáíóþ, ÷åì ôîðìóëà èç (7). Çàîäíî ïîëó÷èòñÿ ÿâíàÿ
ôîðìóëà äëÿ çíà÷åíèÿ ñèìâîëà ïðè a = 2.

(8) Åñëè öåëîå ÷èñëî a íå÷åòíî è íå äåëèòñÿ íè íà p, òî
( a

p

)
= (−1)

[
1·a
p

]
+

[
2a
p

]
+···+

[
ra
p

]
.

(9)
( 2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .



Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a íå÷åòíî, òî p + a ÷åòíî. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè (2), (5)
è (7), à òàêæå òåì òðèâèàëüíûì ôàêòîì, ÷òî [n + x] = n + [x] äëÿ ëþáîãî öåëîãî
n, ïîëó÷àåì:

( a

p

)
=

( p + a

p

)
=

( 2
p

)
=

( (p + a)/2
p

)
=

( 2
p

)
· (−1)

[
p+a

p

]
+

[
2p+2a

p

]
+···+

[
rp+ra

p

]
=

= A · (−1)

[
1·a
p

]
+

[
2a
p

]
+···+

[
ra
p

]
,

ãäå A =
( 2

p

)
· (−1)

1+2+···+
p−1
2 =

( 2
p

)
· (−1)

p2−1
8 . Ïîêàæåì, ÷òî A = 1, ÷åì

áóäåò äîêàçàíî ñâîéñòâî (8). Äëÿ ýòîãî â ïðåäûäóùåì ðàâåíñòâå ïîëîæèì a = 1;
ïîñêîëüêó

( 1
p

)
= 1, à [i/p] = 0 äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ r, ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

1 = A·1, ÷òî è íàäî áûëî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà
( 2

p

)
· (−1)

p2−1
8 = 1 ñëåäóåò, ÷òî

( 2
p

)
= (−1)

p2−1
8 , à ýòî è åñòü óòâåðæäåíèå (9).

Çàêîí âçàèìíîñòè Ãàóññà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü p, q � íå÷åòíûå ïîëîæèòåëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà

( p

q

)( q

p

)
= (−1)

p− 1
2

·
q − 1

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r = (p− 1)/2, s = (q − 1)/2. Ïîñêîëüêó

( p

q

)
= (−1)

[
1·p
q

]
+

[
2p
q

]
+···+

[
sp
q

]
,

( q

p

)
= (−1)

[
1·q
p

]
+

[
2q
p

]
+···+

[
rq
p

]
,

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

(
[1 · p

q

]
+

[2p

q

]
+ · · ·+

[sp

q

]
) + (

[1 · q
p

]
+

[2q

p

]
+ · · ·+

[rq

p

]
) =

p− 1
2

· q − 1
2

.

Íî ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü ýòî ðàâåíñòâî ãåîìåòðè÷å-
ñêè. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè O = (0, 0), A = (q, 0),
B = (0, p), C = (q, p). ×èñëî S òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè âíóòðè ýòîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà (íå âêëþ÷àÿ ãðàíèöû) ðàâíî, î÷åâèäíî, p− 1

2
· q − 1

2
. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, ýòî ÷èñëî ðàçáèâàåòñÿ â ñóììó òðåõ ñëàãàåìûõ: ÷èñëî S1 òî÷åê ñ öåëûìè
êîîðäèíàòàìè âíóòðè òðåóãîëüíèêà OAC, ÷èñëî S2 òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíà-
òàìè âíóòðè òðåóãîëüíèêà OBC è ÷èñëî S3 òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè íà
äèàãîíàëè OC (íå ñ÷èòàÿ ãðàíè÷íóþ òî÷êó äèàãîíàëè O).

Ïîêàæåì, S3 = 0, ò.å. ÷òî íà äèàãîíàëè OC ïðÿìîóãîëüíèêà íåò òî÷åê ñ öåëû-
ìè êîîðäèíàòàìè, êðîìå òî÷êè O. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå ïðÿìîé OC èìååò
âèä px = qy, è åñëè áû òî÷êà (c, d) ñ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè ïðè-
íàäëåæàëà äèàãîíàëè, òî ÷èñëî pc = qd äåëèëîñü áû íà q, à òîãäà äåëèëîñü áû íà
q è ÷èñëî c, ïîòîìó ÷òî p íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî q; íî òîãäà áûëî áû c ≥ q,
è ïîýòîìó òî÷êà (c, d) ëåæàëà áû íå íà äèàãîíàëè OC, à íà åå ïðîäîëæåíèè.

Ñîñ÷èòàåì òåïåðü ÷èñëî S1 òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, ëåæàùèõ âíóòðè
òðåóãîëüíèêà OAC. Åñëè (i, j) � òàêàÿ òî÷êà, òî 1 ≤ i ≤ s = [q/2], 1 ≤ j <

pi

q
;

ïîýòîìó äëÿ ôèêñèðîâàííîãî i ÷èñëî òî÷åê (i, j) ñ öåëûì j, ëåæàùèõ âíóòðè
òðåóãîëüíèêà OAC, ðàâíî

[pi

q

]
, à îáùåå ÷èñëî òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè

ðàâíî
[1 · p

q

]
+

[2p

q

]
+ · · ·+

[sp

q

]
.



Òî÷íî òàê æå, åñëè (i, j) � òî÷êà ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, ëåæàùàÿ âíóòðè
òðåóãîëüíèêà OBC, òî 1 ≤ j ≤ r = [p/2], 1 ≤ i <

qj

p
; ïîýòîìó äëÿ ôèêñèðîâàííîãî

j ÷èñëî òî÷åê (i, j) ñ öåëûì i, ëåæàùèõ âíóòðè òðåóãîëüíèêà OBC, ðàâíî
[qj

p

]
,

à îáùåå ÷èñëî S2 òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, ëåæàùèõ âíóòðè òðåóãîëüíèêà
OBC, ðàâíî

[1 · q
p

]
+

[2q

p

]
+ · · ·+

[rq

p

]
.

Èòàê,

(
[1 · p

q

]
+

[2p

q

]
+ · · ·+

[sp

q

]
) + (

[1 · q
p

]
+

[2q

p

]
+ · · ·+

[rq

p

]
) =

= S1 + S2 = S =
p− 1

2
· q − 1

2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðèìåíåíèå çàêîíà âçàèìíîñòè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà êâàäðàòè÷íîãî âû÷å-
òà. Ïîëüçóÿñü çàêîíîì âçàèìíîñòè è ñâîéñòâîì (9), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ äîïîëíå-
íèåì ê çàêîíó âçàèìíîñòè, à òàêæå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ è äðóãèìè ñâîéñòâàìè
ñèìâîëà, ìîæíî àëãîðèôìè÷åñêè âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ñèìâîëà êâàäðàòè÷íîãî
âû÷åòà. Ñóòü àëãîðèôìà áóäåò ÿñíà èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

( 33
199

)
=

( 3
199

)( 37
199

)
=

( 199
3

)
· (−1)

199−1
2

3−1
2 ·

( 199
37

)
· (−1)

199−1
2

37−1
2 =

= −
( 1

3

)( 14
37

)
= −

( 2
37

)( 7
37

)
= −(−1)

372−1
8

( 37
7

)
· (−1)

37−1
2

7−1
2 =

= −
( 2

7

)
= −(−1)

72−1
8 = −1.

Ïðîêîììåíòèðóåì ýòó âûêëàäêó, ïîñëåäîâàòåëüíî îáúÿñíÿÿ, ÷òî ìû äåëàåì,
ïåðåõîäÿ îò êàæäîãî âûðàæåíèÿ ê ñëåäóþùåìó.

• Ïîëüçóåìñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ ñèìâîëà;
• äëÿ êàæäîãî èç äâóõ ïîëó÷èâøèõñÿ ñèìâîëîâ ïðèìåíÿåì çàêîí âçàèìíî-

ñòè;
• ñ÷èòàåì çíàê è ïðèâîäèì "÷èñëèòåëè" ñèìâîëîâ ïî ìîäóëþ "çíàìåíàòå-

ëåé" (ñâîéñòâî (2));
• ïåðâûé èç ñèìâîëîâ ðàâåí, î÷åâèäíî, 1, à âòîðîé ðàñêëàäûâàåì â ïðîèç-

âåäåíèå, ïîëüçóÿñü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ ñèìâîëà;
• ïåðâûé ñèìâîë âû÷èñëÿåì ïî ñâîéñòâó (9), à êî âòîðîìó ïðèìåíÿåì çàêîí

âçàèìíîñòè;
• ïðèâîäèì "÷èñëèòåëü" ñèìâîëà ïî ìîäóëþ "çíàìåíàòåëÿ";
• âû÷èñëÿåì ñèìâîë ïî ñâîéñòâó (9).

14. Óðàâíåíèå Ïåëëÿ
Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå èçó÷àëèñü ñðàâíåíèÿ âèäà x2 ≡ a (mod n); êàê ëåã-

êî ïîíÿòü, ðåøåíèå äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ x2 = a + ny ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
òàêîãî ñðàâíåíèÿ. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì åùå îäèí êëàññ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé
ñòåïåíè 2.

Óðàâíåíèåì Ïåëëÿ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà
x2 − dy2 = 1,

ãäå d > 0 � öåëîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòîì. Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ áó-
äåì çàïèñûâàòü â âèäå ïàð öåëûõ ÷èñåë (x0, y0). Ó óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ åñòü òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå (1, 0); ìîæíî äîêàçàòü (íî ìû çäåñü ýòîãî íå äåëàåì), ÷òî âñÿêîå



óðàâíåíèå Ïåëëÿ èìååò è íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Íàøà öåëü � îïèñàòü ìíîæå-
ñòâî âñåõ ðåøåíèé.

Íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ çàìå÷àíèé. Åñëè (u, v) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ïåëëÿ, òî (±u,±v) � òîæå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøå-
íèÿ (u, v) ñ u > 0, v > 0 (òîãäà, êîíå÷íî, u > 1); ìíîæåñòâî ïåðâûõ êîìïîíåíò
u òàêèõ ðåøåíèé � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî N, ïîýòîìó â íåì åñòü íàèìåíüøèé
ýëåìåíò u1. Ïóñòü (u1, v1) � òî ðåøåíèå, ïåðâîé êîìïîíåíòîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
u1. Åùå ðàç íàïîìíèì îñíîâíîå ñâîéñòâî ðåøåíèÿ (u1, v1): u1 > 0, v1 > 0, è åñëè
(u, v) � ëþáîå ðåøåíèå ñ u > 0, v > 0, òî u1 ≤ u.

Âòîðîå çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ ÷èñåë âèäà a+b
√

d ñ ðàöèîíàëüíûìè a, b. Ïîñêîëü-
êó d � íå êâàäðàò â Z, à çíà÷èò, è â Q, ïðè b 6= 0 òàêîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ èððà-
öèîíàëüíûì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå òàêèõ
÷èñåë (ïîñëåäíåå � åñëè äåëèòåëü îòëè÷åí îò 0) � ñíîâà ÷èñëî òîãî æå âèäà.
Êðîìå òîãî, ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà a, b îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëîì a + b

√
d:

åñëè a + b
√

d = a1 + b1

√
d, è b 6= b1 èëè a 6= a1, òî ÷èñëî

√
d = (a − a1)/(b − b1)

(ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî 1/
√

d = (b − b1)/(a − a1)) áûëî áû ðàöèîíàëüíûì, ÷òî
íåâåðíî.

Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò, îïèñûâàþùèé ìíîæåñòâî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 1. Åñëè (u, v) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2−dy2 = 1, òî (u+v
√

d)−1 = u−v
√

d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó (u, v) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2−dy2 = 1, âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèÿ u2 − dv2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, (u + v

√
d)(u− v

√
d) = u2 − dv2 = 1, à

ýòî çíà÷èò, ÷òî (u + v
√

d)−1 = u− v
√

d.

Ëåììà 2. Ïóñòü (u, v) è (u′, v′) � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1 è ïóñòü
w, t � òàêèå öåëûå ÷èñëà, ÷òî w + t

√
d = (u + v

√
d)(u′ + v′

√
d). Òîãäà (w, t) �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó (u, v) è (u′, v′) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1,
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ u2 − dv2 = u′2 − dv′2 = 1. Èç ðàâåíñòâà

w + t
√

d = (u + v
√

d)(u′ + v′
√

d)

ñëåäóåò, ÷òî w = uu′ + dvv′, t = uv′ + vu′; ïîýòîìó

w − t
√

d = (uu′ + dvv′)− (uv′ + vu′)
√

d = (u− v
√

d)(u′ − v′
√

d).

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

w2−dt2 = (w + t
√

d)(w−t
√

d) = ((u + v
√

d)(u′ + v′
√

d))((u−v
√

d)(u′−v′
√

d)) =

= ((u + v
√

d)(u−v
√

d))((u′ + v′
√

d)(u′−v′
√

d)) = (u2−dv2)(u′2− dv′2) = 1 · 1 = 1.

Èòàê, (w, t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1.

Ëåììà 3. Ïóñòü (u, v) è (w, t) � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1 ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè u, v,w, t. Íåðàâåíñòâî u + v

√
d ≤ w + t

√
d âûïîëíÿåòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ≤ w, à íåðàâåíñòâî u + v
√

d < w + t
√

d âûïîëíÿåòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u < w.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u < w, òî v =
√

(u2 − 1)/d <
√

(w2 − 1)/d = t, è ïîòîìó
u + v

√
d < w + t

√
d. Ïóñòü òåïåðü u + v

√
d ≤ w + t

√
d; åñëè áû áûëî w < u, òî ïî

óæå äîêàçàííîìó ìû áû èìåëè w + t
√

d < u+ v
√

d â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæå-
íèåì, è ïîòîìó u ≤ w. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ î ñòðîãèõ íåðàâåíñòâàõ
äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè u = w, òî v =

√
(u2 − 1)/d =

√
(w2 − 1)/d = t, è

u + v
√

d = w + t
√

d.



Ëåììà 4. Ïóñòü (u′, v′) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1. Åñëè u′ + v′
√

d ≥ 1,
òî u′ è v′ íåîòðèöàòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = |u′|, v = |v′|; òîãäà (u, v) � òîæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
x2−dy2 = 1, è ïðè ýòîì u ≥ 1, v ≥ 0. Åñëè u = 1, òî v = 0 è ïîòîìó v′ = 0, à òîãäà
íåðàâåíñòâî 1 ≤ u′ + v′

√
d = u′ âëå÷åò ïîëîæèòåëüíîñòü u′. Ïóñòü òåïåðü u > 1;

òîãäà u+v
√

d > 1. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë u′, v′ îòðèöàòåëüíî,
òî u′ + v′

√
d < 1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

u′ + v′
√

d =





u− v
√

d = (u + v
√

d)−1 < 1, åñëè u′ > 0, v′ ≤ 0;
−u− v

√
d < 0, åñëè u′ < 0, v′ ≤ 0;

−u + v
√

d = −(u + v
√

d)−1 < 0 < 1, åñëè u′ < 0, v′ ≥ 0.

(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ÷èñëî u + v
√

d > 1 ïîëîæè-
òåëüíî). Èòàê, ñîîòíîøåíèå u′ + v′

√
d ≥ 1 âîçìîæíî ëèøü ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ

u′, v′

Ïåðåéäåì ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü d > 0 � öåëîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòîì, è ïóñòü
(u1, v1) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − dy2 = 1 ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì
u1 > 1 è ñ v1 > 0. Òîãäà:

(1) äëÿ âñÿêîãî öåëîãî n è äëÿ âñÿêîãî ε = ±1 ïàðà (u, v), òàêàÿ ÷òî u+v
√

d =
ε(u1 + v1

√
d)n, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1;

(2) åñëè (u, v) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2−dy2 = 1, òî ñóùåñòâóþò òàêèå n ∈ Z
è ε = ±1, ÷òî u + v

√
d = ε(u1 + v1

√
d)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïîñêîëüêó âìåñòå ñ (u, v) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò è ïàðà
(−u,−v), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ε = 1. Äàëåå, ïóñòü n < 0 è ïóñòü
u + v

√
d = (u1 + v1

√
d)−n; òîãäà u− v

√
d = (u1 + v1

√
d)n ïî ëåììå 1, è, åñëè óæå

äîêàçàíî, ÷òî (u, v) ðåøåíèå, òî ÿñíî, ÷òî è (u,−v) � ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì,
äîñòàòî÷íî ëèøü äîêàçàòü, ÷òî åñëè n ≥ 0 è u + v

√
d = (u1 + v1

√
d)n, òî ïàðà

(u, v) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ; íî ýòî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèåé ïî n ñ
èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 2.

(2) Ïóñòü (u′, v′) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1, è ïóñòü
u = |u′|, v = |v′|; òîãäà (u, v) � òîæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1. Ïîñêîëüêó

u′ + v′
√

d =





u− v
√

d = (u + v
√

d)−1, åñëè u′ > 0, v′ ≤ 0;
−u− v

√
d = (−1)(u + v

√
d), åñëè u′ < 0, v′ ≤ 0;

−u + v
√

d = (−1)(u + v
√

d)−1, åñëè u′ < 0, v′ ≥ 0,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (u, v) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè u, v

ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî n ≥ 0, òàêîå ÷òî u + v
√

d = (u1 + v1

√
d)n. Ìû áóäåì

äîêàçûâàòü ýòî èíäóêöèåé ïî u. Åñëè u = 1 è (u, v) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ
x2− dy2 = 1, òî v = 0, è u + v

√
d = 1 + 0 ·

√
d = (u1 + v1

√
d)0. Ïóñòü u > 1 è ïóñòü

íàøå óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ âñåõ ðåøåíèé (w, t) ñ 1 ≤ w < z, t ≥ 0.
Ïîëîæèì

w + t
√

d = (u1 + v1

√
d)−1(u + v

√
d) = (u1 − v1

√
d)(u + v

√
d).

Ïî ëåììå 2 ïàðà (w, t) âìåñòå ñ ïàðàìè (u1,−v1) è (u, v) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ x2 − dy2 = 1. Çàìåòèì, ÷òî u1 ≤ u, ïîòîìó ÷òî (u1, v1) � íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñ ìèíèìàëüíûì âîçìîæíûì çíà-
÷åíèåì x; ïî ëåììå 3 ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî u1 + v1

√
d ≤ u + v

√
d. Êðîìå òîãî,

u1 + v1

√
d > 1; ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1 ≤ (u1 + v1

√
d)−1(u + v

√
d) = w + t

√
d = (u1 + v1

√
d)−1(u + v

√
d) < u + v

√
d,



îòêóäà ïî ëåììàì 3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî w è t íåîòðèöàòåëüíû, à w < u. Ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n ≥ 0, ÷òî w + t

√
d = (u1 + v1

√
d)n;

íî òîãäà
u + v

√
d = (u1 + v1

√
d)(w + t

√
d) = (u1 + v1

√
d)(u1 + v1

√
d)n = (u1 + v1

√
d)n+1,

÷òî è íàäî áûëî ïîëó÷èòü.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ïåëëÿ x2 − 7y2 = 1. Ïàðà (8, 3)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, è ïðîñòîé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì x. Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíîå
ðåøåíèå (u, v) ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ u+v

√
d = ±(8+3

√
7)n

ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå çíàêà è öåëîãî ÷èñëà n. Ïîëàãàÿ n = 1, 2, 3, 4, óêàæåì
íåñêîëüêî ïåðâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ:

(8, 3), (127, 48), (2024, 765), (32257, 12192).


