
�1 Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìíîæåñòâî V âìåñòå ñ îïåðàöèÿìè + : V × V → V
(ñëîæåíèå) è · : R × V → V (óìíîæåíèå íà ÷èñëî) íàçûâàåòñÿ (âåùå-
ñòâåííûì) âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àê-
ñèîìû.

1. v + (u + w) = (v + u) + w ∀v, u, w ∈ V (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ)

2. v + u = u + v ∀v, u ∈ V (êîììóòàòèâíîñòü)

3. ∃!0 ∈ V : v + 0 = v ∀v ∈ V (íîëü)

4. ∀v ∈ V ∃!− v ∈ V : v + (−v) = 0 (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî)

5. (a + b) · v = a · v + b · v ∀a, b ∈ R, ∀v ∈ V (äèñòðèáóòèâíîñòü I)

6. (ab) · v = a · (b · v) ∀a, b ∈ R, ∀v ∈ V (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà
÷èñëî)

7. a · (v + u) = a · v + a · u ∀a ∈ R, ∀v, u ∈ V (äèñòðèáóòèâíîñòü II)

8. 1 · v = v ∀v ∈ V (óíèòàðíîñòü)

Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (â.ï.) íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè.

Çàìå÷àíèå. Åäèíñòâåííîñòü íóëÿ è îáðàòíîãî ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ
àêñèîì.

Ïðèìåðû. V = R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ â.ï.
Ìíîæåñòâî L(X, V ) îòîáðàæåíèé ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X â â.ï.

V ÿâëÿåòñÿ â.ï., åñëè îïðåäåëèòü ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì. À èìåííî, ∀f, g ∈ L(X,V ), ∀a ∈ R, ∀x ∈ X ñ÷èòàòü,
÷òî

[f + g](x) = f(x) + g(x), [a · f ](x) = a · f(x).

Â ñëó÷àå, êîãäà X = {1, 2, . . . , n}, â.ï. L(X, V ) íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàò-
íûì n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Rn.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü V � â.ï., òîãäà

1. 0 · v = 0 ∀v ∈ V

2. (−1) · v = −v ∀v ∈ V

3. Ðàâåíñòâî a · v = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî a = 0, ëèáî v = 0
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4. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë {ai}n
i=1 ⊂ R è ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ

{vi}n
i=1 ⊂ V îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí âåêòîð

v = a1 · v1 + a2 · v2 + . . . + an · vn =
n∑

i=1

ai · vi,

íàçûâàåìûé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ {vi} ñ êîýôôèöèåí-
òàìè {ai}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç ïÿòîé è âîñüìîé àêñèîì ñëåäóåò, ÷òî 0 ·v+v =
0 · v + 1 · v = (0 + 1) · v = 1 · v = v. Ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ïîëó÷åííîãî
ðàâåíñòâà 0 · v + v = v âåêòîð −v (ñóùåñòâóþùèé ïî ÷åòâåðòîé àêñèîìå)
ïîëó÷èì èñêîìîå ðàâåíñòâî.

2. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîãî, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âûêëàä-
êè (−1) · v + v = (−1) · v + 1 · v = (−1 + 1) · v = 0 · v = 0. Äàëåå ìû áóäåì
ïèñàòü v − u âìåñòî v + (−1) · u.

3. Ïóñòü a · v = 0. Åñëè a = 0, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü a 6= 0.
Çàìåòèì, ÷òî a · 0 = 01. Ïîýòîìó v = 1 · v = a−1 · (a · v) = a−1 · 0 = 0.

4. Ïîëîæèì ai · vi = ui ∀i ∈ 1, n. Îïðåäåëèì ñóììó r ∈ N âåêòîðîâ
òàê:

r∑
i=1

ui = ((. . . ((u1 + u2) + u3) + . . .) + ur−1) + ur.

Ïîêàæåì, ÷òî
k∑

i=1

ui +
l∑

i=k+1

ui =
l∑

i=1

ui

äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ {wi} ⊂ V è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k, l ∈ N.
Ïðîâåäåì èíäóêöèþ. Äëÿ l = 3 ýòî � ïåðâàÿ àêñèîìà. Èíäóêöèîííûé
øàã:

k∑
i=1

ui +
l∑

i=k+1

ui =
k∑

i=1

ui +
l−1∑

i=k+1

ui + ul =
l−1∑
i=1

ui + ul =
l∑

i=1

ui.

Äîêàçàííîå ðàâåíñòâî ãîâîðèò î ïðîèçâîëüíîñòè ðàññòàíîâêè ñêîáîê
â ñóììå

∑
i ui, à çíà÷èò � î åå îïðåäåëåííîñòè. ¤

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü V � â.ï. Ïîäìíîæåñòâî U ⊂ V íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (ëèí. ï/ï.), åñëè ∀v, u ∈ U , ∀a ∈ R èìååì
v + a · u ∈ U .

1äåéñòâèòåëüíî, a · 0 + a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 ⇒ a · 0 = a · 0− a · 0 = 0
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Ïðèìåðû. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

V ∗ = {f ∈ L(V,R) : f(v + a · u) = f(v) + af(u)}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî V ∗ � ëèí. ï/ï. â â.ï. V . Îíî íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì
ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâó V .

Ïðîñòðàíñòâî C([0, 1]) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1] ÿâëÿ-
åòñÿ ëèí. ï/ï. â L([0, 1],R).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Íàáîð âåêòîðîâ {vi}n
i=1 ⊂ V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûì, åñëè èç ðàâåíñòâà
n∑

i=1

ai · vi = 0

ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷èñëà {ai}n
i=1 ⊂ R ðàâíû íóëþ (òàêèå ëèíåéíûå êîìáè-

íàöèè íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè).

Îïðåäåëåíèå 1.4′. Íàáîð âåêòîðîâ {vi}n
i=1 ⊂ V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûì, åñëè íèêàêîé èç âåêòîðîâ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé (îáîçíà÷åíèå span{v1, v2, . . . , vn})
íàáîðà âåêòîðîâ {vi}n

i=1 ⊂ V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíà-
öèé ýòèõ âåêòîðîâ ñî âñåâîçìîæíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

span{v1, v2, . . . , vn} =

{
n∑

i=1

ai · vi ∈ V : a1, a2, . . . , an ∈ R
}

.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Íàáîð âåêòîðîâ {vi}n
i=1 ⊂ V íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëü-

íûì, åñëè span{v1, v2, . . . , vn} = V .

Çàìå÷àíèå. Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, â êî-
òîðûõ èìååòñÿ êîíå÷íûé ìàêñèìàëüíûé íàáîð âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Íàáîð âåêòîðîâ {vi}n
i=1 ⊂ V íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïðî-

ñòðàíñòâà V , åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì è ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.

Ïðåäëîæåíèå 1.8. 1) Â ëþáîì â.ï. èìååòñÿ áàçèñ. 2) Êîëè÷åñòâî âåê-
òîðîâ â ëþáûõ äâóõ áàçèñàõ îäíîãî â.ï. îäèíàêîâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî.2 1. Ïóñòü M = {vi}N
i=1 ⊂ V � ìàêñèìàëüíûé íàáîð

âåêòîðîâ (îí íàéäåòñÿ ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ïåðåä îïðåäåëåíèåì áàçèñà).
Ïóñòü e1 � íåíóëåâîé âåêòîð èç íàáîðà M è

M1 =
{

vi ∈ M \ {e1} : span{e1, vi} 6= span{e1}
}

.

Ïóñòü e2 � êàêîé-ëèáî âåêòîð èç íàáîðà M1 (òàì óæå íåò íóëåâûõ âåê-
òîðîâ). Âåêòîðà e1, e2 ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ïîñòðîåíèþ.

Ïîëîæèì
M2 =

{
vi ∈ M1 \ {e2} : span{e1, e2, vi} 6= span{e1, e2}

}
.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïîëó÷èì ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû {ek} è
ìíîæåñòâà
Mk =

{
vi ∈ Mk−1 \ {ek} : span{e1, e2, . . . , ek, vi} 6= span{e1, e2, . . . , ek}

}
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Mk ñòðîãî ìåíüøå ÷èñëà ýëåìåíòîâ
â Mk−1, èìååì Mn = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî n ≤ N . Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì
ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ E = {e1, e2, . . . , en} äëÿ êîòîðîé
M ⊂ span{E}. Ñëåäîâàòåëüíî ýòà ñèñòåìà ìàêñèìàëüíà è ÿâëÿåòñÿ áà-
çèñîì.

2. Ïóñòü {v1, . . . , vn} è {u1, . . . , um} � äâà áàçèñà â â.ï. V è m ≥ n.
Íàáîð {v1, . . . , vn, u1} ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì è ëèíåéíî çàâèñèìûì. Ìå-
íÿÿ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ïîðÿäîê âåêòîðîâ {v1, . . . , vn} äîáüåìñÿ òîãî,
÷òîáû êîýôôèöèåíò a1 â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

u1 =
n∑

i=1

aivi

íå ðàâåí íóëþ. Òîãäà, î÷åâèäíî, íàáîð {u1, v2, . . . , vn} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â
V , à íàáîð {u1, v2, . . . , vn, u2} ìàêñèìàëüíûì è ëèíåéíî çàâèñèìûì. Ðàç-
ëîæèì âåêòîð u2 ïî ýòîìó íîâîìó áàçèñó:

u2 = b1u1 +
n∑

i=2

bivi.

Ñèòóàöèÿ, êîãäà b2 = b3 = . . . = bn = 0 íåâåðîÿòíà, ò.ê. òîãäà u2 âûðà-
æàëñÿ áû ÷åðåç u1. Îïÿòü ìåíÿÿ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ïîðÿäîê âåêòîðîâ
{v2, . . . , vn} äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò b2 â ðàçëîæåíèè âåêòîðà
u2 íå áûë ðàâåí íóëþ.

Çíà÷èò íàáîð {u1, u2, v3, . . . , vn} îïÿòü ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Ïðîäîëæàÿ
ïðîöåäóðó ïîëó÷èì, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ {u1, . . . , un} òàêæå ÿâëÿåòñÿ áà-
çèñîì, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå n = m. ¤

2ïðîùå, ÷åì áûëî íà ëåêöèè
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Îáîçíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â áàçèñå â.ï. V ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî èíâàðèàíòîì (çàâèñèò òîëüêî îò ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà). Ýòî
êîëè÷åñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà è îáîçíà÷àåòñÿ dim V .
Ïðåäëîæåíèå 1.9. Íàáîð âåêòîðîâ {v1, . . . , vn} â.ï. V ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ëþáîé âåêòîð v ∈ V åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

v =
n∑

i=1

aivi.

Äîêàçàòåëüñòâî.[⇒] Ïóñòü íàáîð {v1, . . . , vn} ⊂ V ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
è

v =
n∑

i=1

aivi =
n∑

i=1

bivi −

äâà ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà v â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Âû÷èòàÿ îäíó
ñóììó èç äðóãîé ïîëó÷èì

0 = v − v =
n∑

i=1

aivi −
n∑

i=1

bivi =
n∑

i=1

(ai − bi)vi.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàáîðà {v1, . . . , vn} ⊂ V òàêîå âîçìîæíî
òîëüêî â ñëó÷àå ai = bi äëÿ âñåõ i ∈ 1, n.

[⇐ ] Â ñèëó òîãî, ÷òî ëþáîé âåêòîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè, íàáîð {v1, . . . , vn} ⊂ V ìàêñèìàëåí. Ïðåäñòàâèì íóëü â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

0 =
n∑

i=1

aivi.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå ai =
0 äëÿ âñåõ i ∈ 1, n. Ïîýòîìó íàáîð {v1, . . . , vn} ⊂ V ëèíåéíî íåçàâèñèì.
¤

Ïðåäëîæåíèå 1.10. Ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ
{v1, . . . , vk} ⊂ V ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè span{v1, . . . , vk} = V , òî äîêàçûâàòü íå÷åãî
(èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñàìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì). Ïóñòü èìååòñÿ íåíóëåâîé âåê-
òîð u ∈ V \ span{v1, . . . , vk}. Ïîëîæèì vk+1 = u.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ÷åðåç dim V − k øàãîâ ïîëó÷èì èñêîìûé áàçèñ

span{v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn}
ïðîñòðàíñòâà V (n = dim V ). ¤
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Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü V è W � â.ï. Îòîáðàæåíèå f ∈ L(V,W )
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

∀v, u ∈ V, ∀λ ∈ R èìååì f(v + λu) = f(v) + λf(u).

Ìíîæåñòâà âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç L(V, W ) îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâî-
ëîì l(V, W ). Ýòî � ëèí. ï/ï.

Ïðèìåðû. l(V,R) = V ∗ � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî.
Ìíîæåñòâî l(R,R) ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà f(x) = kx, k ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü V è W � â.ï. è f ∈ l(V, W ).
Ìíîæåñòâî

ker f = {v ∈ V : f(v) = 0} ⊂ V

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ f .
Ìíîæåñòâî

im f = {w ∈ W | ∃v ∈ V : f(v) = w} ⊂ W

íàçûâàåòñÿ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ f .

Òåîðåìà 1.13. Ïóñòü f ∈ l(V, W ).

1. Ìíîæåñòâà ker f è im f � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ V è W ñîîòâåòñòâåííî.

2. dim ker f + dim im f = dim V .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü v, u ∈ ker f è a ∈ R. Èìååì f(v + au) =
f(v)+af(u) = 0+a0 = 0. Ïîýòîìó v+au ∈ ker f . Òåïåðü ïóñòü w, w′ ∈ im f
è a ∈ R. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà im f ñóùåñòâóþò âåêòîðà v, v′ ∈ V ,
÷òî f(v) = w, f(v′) = w′. Òàêèì îáðàçîì

w + aw′ = f(v) + af(v′) = f(v + av′).

Òàêèì îáðàçîì w + aw′ ∈ im f .
23. Ïóñòü {e1, . . . , em} � áàçèñ â ëèí. ï/ï. ker f (dim im f = m). Äî-

ñòðîèì åãî äî áàçèñà {e1, . . . , em, em+1, . . . , en} ïðîñòðàíñòâà V (dim V =
n). Òàêèì îáðàçîì

im f = span{f(em+1), . . . , f(en)}.
3íàìíîãî êîðî÷å, ÷åì íà ëåêöèè
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Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðà f(em+1), . . . , f(en) ∈ im f ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

0 =
n∑

i=m+1

aif(ei) =
n∑

i=m+1

f(aiei) = f

(
n∑

i=m+1

aiei

)
,

òî
u =

n∑
i=m+1

aiei ∈ ker f.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð u ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðà e1, . . . , em ∈
ker f ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè {bi}m

i=1:
n∑

i=m+1

aiei =
m∑

i=1

biei.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âåêòîðà {ei}n
i=1 îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , âñå

÷èñëà ai è bi íóëåâûå. Òàêèì îáðàçîì âåêòîðà f(em+1), . . . , f(en) îáðàçóþò
áàçèñ â im f . Ñëåäîâàòåëüíî dim im V = n−m. ¤

Ïðåäëîæåíèå 1.14. Ïóñòü V � â.ï. è {v1, . . . , vn} � áàçèñ â V .
1. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f ∈ l(V, W ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ñâîèìè

çíà÷åíèÿìè {f(v1), . . . , f(vn)}.
2. Îáðàòíî, äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ w1, . . . , wn ∈ W ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå îòîáðàæåíèå f ∈ l(V,W ), äëÿ êîòîðîãî f(vi) = wi ïðè
âñåõ i ∈ 1, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü g ∈ l(V, W ) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, äëÿ
êîòîðîãî g(vi) = f(vi) ïðè âñåõ i ∈ 1, n. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V èìååì

g (v) = g

(
n∑

i=1

aivi

)
=

n∑
i=1

aig (vi) =
n∑

i=1

aif(vi) = f

(
n∑

i=1

aivi

)
= f(v),

ãäå

v =
n∑

i=1

aivi −

ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà v â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà.
Òàêèì îáðàçîì f ≡ g.

2. Îïðåäåëèì çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f : V → W íà âåêòîðå

v =
n∑

i=1

aivi ôîðìóëîé f(v) =
n∑

i=1

aiwi.

Åãî ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç ï. 1. ¤
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Ëåììà 1.15. Åñëè áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : V → W ëèíåéíî, òî
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : W → V òàêæå ëèíåéíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áèåêòèâíîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f ðàâíîñèëü-
íà òîìó, ÷òî ker f = {0} è im f = W . Ïóñòü w,w′ ∈ W è a ∈ R. Òàê
êàê im f = W ñóùåñòâóþò âåêòîðà v, v′ ∈ V , äëÿ êîòîðûõ f(v) = w,
f(v′) = w′. Èòàê,

f−1(w + aw′) = f−1(f(v) + af(v′)) = f−1(f(v + av′)) =

= v + av′ = f−1(w) + af−1(w′).

¤

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ëèíåéíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : V → W íà-
çûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V è W .

Âåêòîðûå ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èçî-
ìîðôèçì, íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (îáîçíà÷åíèå V ' W ).

Òåîðåìà 1.17. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà V è W èçîìîðôíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî.[⇒] Ïóñòü V ' W è f : V → W � íåêîòîðûé
èçîìîðôèçì. È {v1, . . . , vn} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Â ñèëó áèåêòèâíî-
ñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî im f = W , ïîýòîìó span{f(v1), . . . , f(vn)} =
W (ìàêñèìàëüíîñòü îáðàçà áàçèñà). Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ
f(v1), . . . , f(vn) ∈ W òàêæå î÷åâèäíà. Òàêèì îáðàçîì {f(v1), . . . , f(vn)}
� áàçèñ ïðîñòðàíñòâà W . Ïîýòîìó dim V = dim W .

[⇐ ] Òåïåðü ïóñòü {v1, . . . , vn} è {w1, . . . , wn} � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V
è W ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî 1.14, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f ∈ l(V,W )
ðàâåíñòâàìè f(vi) = wi. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî � èçîìîðôèçì. ßñíî, ÷òî
im f = W (ëþáîé âåêòîð èç W ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
áàçèñíûõ âåêòîðîâ). Èç ðàâåíñòâà

0 = f

(
n∑

i=1

aivi

)
=

n∑
i=1

aif(vi) =
n∑

i=1

aiwi

ñëåäóåò, ÷òî ker f = {0}, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f áèåêòèâíî. Ñîãëàñíî
ëèíåéíîñòè, ýòî � èçîìîðôèçì. ¤
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Ïðèìåð. Àðèôìåòè÷åñêîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìíîæåñòâî âñåõ ñòîëáöåâ âèäà




x1

x2

·
·
·

xn




,

ãäå x1, x2, . . . , xn ∈ R. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî çàäàþòñÿ ôîðìó-
ëàìè




x1

x2

·
·
·

xn




+




y1

y2

·
·
·

yn




=




x1 + y1

x2 + y2

·
·
·

xn + yn




, a




x1

x2

·
·
·

xn




=




ax1

ax2

·
·
·

axn




.

Â êà÷åñòâå áàçèñà ìîãóò áûòü âçÿòû ñòîëáöû



1
0
·
·
·
0




,




0
1
·
·
·
0




, . . . ,




0
0
·
·
·
1




.

Â ñèëó ïîñëåäíåé òåîðåìû, ãîâîðÿ îá n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ìû âñåãäà èìååì ââèäó Rn.
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