
�2 Àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà
Îïðåäåëåíèå 2.1. Àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
A, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì − : A×A → V (â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
V , íàçûâàåìîå àññîöèèðîâàííûì ñ A), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì àêñèîìàì.

1. (A − B) + (B − C) = A − C ∀A,B,C ∈ A (çäåñü ïëþñ è ìèíóñ â
ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ)

2. ∀A ∈ A, ∀v ∈ V ∃! B ∈ A : B − A = v (èíîãäà ìû áóäåì ïèñàòü
B = A + v).

Ýëåìåíòû àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿòî÷êàìè. Çàïèñü �(A, V )
� àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî� îçíà÷àåò, ÷òî â.ï. V àññîöèèðîâàíî ñ A.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A − A = 0 è A − B =
−(B − A).

Ïðèìåðû. A � ïëîñêîñòü (ñîîòâ. ïðîñòðàíñòâî) è V = R2 (ñîîòâ. V =

R3). Çäåñü A−B = ~BA.
Îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Ïóñòü V � â.ï. è A = V . ßñíî,

÷òî (V, V ) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî îïðå-
äåëèòü îïåðàöèþ − : V × V → V êàê îáû÷íîå âû÷èòàíèå âåêòîðîâ
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü (A, V ) è (A′, V ′) � äâà àôôèííûõ ïðîñòðàí-
ñòâà. Îòîáðàæåíèå f : A → A′ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè âåêòîð
f(A + v) − f(A) ∈ V ′ íå çàâèñèò îò òî÷êè A ∈ A äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
v ∈ V è îòîáðàæåíèå df : V → V ′, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

d f(v) = f(A + v)− f(A),

ëèíåéíî. Ìíîæåñòâî àôôèííûõ îòîáðàæåíèé èç A â A′ îáîçíà÷àåòñÿ
aff(A,A′).

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå d f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì, èëè ëèíåé-
íîé ÷àñòüþ îòîáðàæåíèÿ f .

Ïðèìåðû. Îòîáðàæåíèå f : R → R ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæå-
íèåì ïðîñòðàíñòâà (R,R) â ñåáÿ, åñëè d f(t) = f(x + t) − f(x) � ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå R → R. Ñîãëàñíî ïðèìåðó ïåðåä îïðåäåëåíèåì 1.12,
d f(t) = kt è ïîýòîìó f(x + t)− f(x) = kt, îòêóäà f(t) = kt + f(0). Òàêèì
îáðàçîì ëþáîå àôôèííîå îòîáðàæåíèå f ∈ aff(R,R) ïðÿìîé â ñåáÿ èìååò
âèä f(t) = kt + b.

Îòîáðàæåíèå f : A → A, äëÿ êîòîðîãî d f(v) = v íàçûâàåòñÿ ñäâèãîì.
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Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü (A, V ) è (A′, V ′) � àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà
è f ∈ aff(A,A′). Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1. f � áèåêöèÿ

2. d f � èçîìîðôèçì.
Äîêàçàòåëüñòâî. [1 ⇒ 2] Äîïóñòèì v ∈ ker d f è A ∈ A. Òîãäà

d f(v) = f(A+v)−f(A) = 0, ïîýòîìó f(A+v) = f(A), îòêóäà v = 0 â ñèëó
áèåêòèâíîñòè f . Òàêèì îáðàçîì ëèíåéíàÿ ÷àñòü áèåêòèâíîãî îòîáðàæå-
íèÿ èìååò íóëåâîå ÿäðî. Òåïåðü ïóñòü v′ ∈ V ′, A′ ∈ A′ è B′ = A′+v′ (òî÷êà
B′ ñóùåñòâóåò ïî âòîðîé àêñèîìå). Ïîëîæèì A = f−1(A′), B = f−1(B′)
(îòîáðàæåíèå f áèåêòèâíî). Îïðåäåëèì âåêòîð v ∈ V òàê: v = B − A.
ßñíî, ÷òî d f(v) = v′, ïîýòîìó v′ ∈ im f . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà
v′ èìååì im f = V ′, ïîýòîìó f : V → V ′ � èçîìîðôèçì.

[2 ⇒ 1] Ïóñòü A,B ∈ A � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè. Åñëè f(B) = f(A),
òî d f(B − A) = f(B) − f(A) = 0, îòêóäà A = B â ñèëó èíúåêòèâíîñòè
d f . Òàêèì îáðàçîì f ñàìî èíúåêòèâíî. Òåïåðü ôèêñèðóåì òî÷êó A ∈ A è
ïóñòü B′ ∈ A′ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïîëîæèì B = A+[d f ]−1(B′−f(A)).
ßñíî, ÷òî

f(B)− f(A) = d f
(
[d f ]−1(B′ − f(A))

)
= B′ − f(A),

ïîýòîìó f(B) = B′. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè B′ îòîáðàæåíèå f
ñþðúåêòèâíî.¤

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Åñëè àôôèííîå îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî, òî åãî
îáðàòíîå òàêæå àôôèííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ aff (A,A′) � àôôèííàÿ áèåêöèÿ è d f �
åå ëèíåéíàÿ ÷àñòü. Ñîãëàñíî áèåêòèâíîñòè f è òîìó, ÷òî îòîáðàæåíèå
d f � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, èìååì òî÷êó A ∈ A è âåêòîð
v ∈ V , äëÿ êîòîðûõ f(A) = A′ è d f(v) = v′. Òàêèì îáðàçîì

f−1(A′ + v′)− f−1(A′) = f−1
(
f(A) + d f(v)

)
− A =

= f−1
(
f(A + v)

)
− A = v = [d f ]−1(v′).

¤

Îïðåäåëåíèå 2.5. Àôôèííîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f ∈ aff(A,A′)
íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðîñòðàíñòâà, ìåæ-
äó êîòîðûìè èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí èçîìîðôèçì, íàçûâàþòñÿ èçîìîðô-
íûìè.
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Òåîðåìà 2.6. Àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà (A, V ) è (A′, V ′) èçîìîðôíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dim V = dim V ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. [⇒] Åñëè f : A → A′ � àôôèííàÿ áèåêöèÿ, òî, ïî
ïðåäëîæåíèþ 2.3, d f : V → V ′ � èçîìîðôèçì. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.17
èìååì dim V = dim V ′.

[⇐ ] Ïóñòü dim V = dim V ′. Âûáåðåì íåêîòîðûé èçîìîðôèçì ψ : V →
V ′, è òî÷êè A ∈ A è A′ ∈ A′. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ V ïîëîæèì

f(A + v) = ψ(v) + A′.

ßñíî, ÷òî f(A) = A′ è d f = ψ. Òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå f � àôôèí-
íàÿ áèåêöèÿ. ¤

Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü
àññîöèèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V .

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f â ïîñëåäíåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà
ìîæåò áûòü îáîáùåí.
Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü (A, V ) è (A′, V ′) � äâà àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâà.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïóñòü f, g ∈ aff(A,A′) � äâà àôôèííûõ îòîáðàæåíèÿ. Èõ ëè-
íåéíûå ÷àñòè ñîâïàäàþò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ðàçíîñòü f(A) − g (A) ïîñòîÿííà (è ðàâíà íåêîòîðîìó âåêòîðó
v′ ∈ V ′).

2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê A ∈ A, A′ ∈ A′ è ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ ψ ∈ l(V, V ′) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå àôôèííîå îòîá-
ðàæåíèå f ∈ aff(A,A′), äëÿ êîòîðîãî f(A) = A′ è d f = ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. [⇒] Ïóñòü d f = d g. Âîçüìåì òî÷êó A ∈ A. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V èìååì

f(A + v) = d f(v) + f(A) = d g(v) + f(A) = g (A + v)− g (A) + f(A),

ïîýòîìó f(B) − g (B) = f(A) − g (A) äëÿ ëþáîé òî÷êè B ∈ A (â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè v ∈ V è âòîðîé àêñèîìû àôô.ï.).

[⇐ ] Ïóñòü f(A)− g (A) = v′ äëÿ âñåõ A ∈ A. Òîãäà

d f(v) = f(A + v)− f(A) =
(
g (A + v) + v′

)
−

(
g (A) + v′

)
=

= g (A + v)− g (A) = d g(v).

2. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f òàê: f(A + v) = ψ(v) + A′. ßñíî, ÷òî f
àôôèííî. Åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç ï. 1. ¤
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Ïðèìåð. Îòîáðàæåíèå f ∈ aff(A,A) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèåé îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè A ∈ A, åñëè f(A) = A è d f(v) = −v. Ñîãëàñíî ï. 2 òåîðåìû
2.7 ñèììåòðèÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Ïîêàæèòå, ÷òî îíà çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé f(B) = A + (A−B).
Ëåììà 2.8. Ïóñòü äàíî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî (A, V ) è òî÷êè A0,
A1, . . . , An ∈ A. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ÷èñåë x0, x1, . . . , xn ∈ R, ñóì-
ìà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå, òî÷êà

n∑
i=0

xiAi , A +
n∑

i=0

xi(Ai − A)

íå çàâèñèò îò A (ðàâåíñòâî , îïðåäåëÿåò ëåâóþ ÷àñòü).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ âûêëàäêà:

(
A +

n∑
i=0

xi(Ai − A)
)
−

(
B +

n∑
i=0

xi(Ai −B)
)

= (A−B)+

+
n∑

i=0

xi

(
(Ai − A)− (Ai −B)

)
= (A−B) +

n∑
i=0

xi(B − A) =

= (A−B) + (B − A) = 0, òàê êàê
n∑

i=0

xi = 1.

¤

Îïðåäåëåíèå 2.9. Òî÷êà
n∑

i=0

xiAi

íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêîé êîìáèíàöèåé òî÷åê A0, A1, . . . , An ∈ A ñ
êîýôôèöèåíòàìè x0, x1, . . . , xn ∈ R.

Ìíîæåñòâî âñåõ áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîìáèíàöèé òî÷åê A0, A1, . . . , An ∈
A íàçûâàåòñÿ àôôèííîé îáîëî÷êîé äàííîãî íàáîðà òî÷åê è îáîçíà÷àåòñÿ
a- span{A0, A1, . . . , An}. Îäíîé ôîðìóëîé:

a- span{A0, A1, . . . , An} =

{
n∑

i=0

xiAi : xi ∈ R,

n∑
i=0

xi = 1

}

Ïðåäëîæåíèå 2.10. Äîïóñòèì, òî÷êè A0, A1, . . . , An ∈ A òàêîâû, ÷òî
âåêòîðà A1−A0, A2−A0, . . . , An−A0 ∈ V îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
V . Ëþáàÿ òî÷êà A ∈ A îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â âèäå áàðèöåíòðè-
÷åñêîé êîìáèíàöèè òî÷åê A0, A1, . . . , An ∈ A (ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî
äàííûå òî÷êè çàäàþò áàðèöåíòðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì âåêòîð A − A0 ∈ V â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà (ýòî äåëàåòñÿ îäíîçíà÷íî � Ïðåäëîæåíèå
1.9):

A− A0 =
n∑

i=1

xi(Ai − A0).

Ïîëîæèì x0 = 1 − x1 − x2 − . . . − xn. Ïåðåíîñÿ A0 â ïðàâóþ ÷àñòü è
ïðåäñòàâèâ íóëü-âåêòîð êàê A0 − A0, ïîëó÷èì

A = A0 + x0(A0 −A0) +
n∑

i=1

xi(Ai −A0) = A0 +
n∑

i=0

xi(Ai −A0) =
n∑

i=0

xiAi.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû x0, x1, . . . , xn îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. ¤

Ïðåäëîæåíèå 2.11. Ïóñòü (A, V ) è (A′, V ′) � äâà àôôèííûõ ïðîñòðàí-
ñòâà è A0, A1, . . . , An ∈ A.

1. Åñëè f ∈ aff(A,A′), òî

f

(
n∑

i=0

xiAi

)
=

n∑
i=0

xif(Ai).

2. Åñëè A0, A1, . . . , An ∈ A � áàðèöåíòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
â A, òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê A′

0, A
′
1, . . . , A

′
n ∈ A′ ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå îòîáðàæåíèå f ∈ aff(A,A′), äëÿ êîòîðîãî f(Ai) = A′
i

ïðè âñåõ i ∈ 0, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðÿìàÿ âûêëàäêà:

f

(
n∑

i=0

xiAi

)
− f(A0) = d f

(
n∑

i=0

xi(Ai − A0)

)
=

n∑
i=0

xi d f(Ai − A0) =

=
n∑

i=0

xi (f(Ai)− f(A0)) =
n∑

i=0

xif(Ai)− f(A0),

îòêóäà ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî.
2. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : A → A′ òàê:

f

(
n∑

i=0

xiAi

)
=

n∑
i=0

xiA
′
i.

Åäèíñòâåííîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî. ¤
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Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü A,B ∈ A � äâå òî÷êè, ëåæàùèå â àôôèííîì
ïðîñòðàíñòâå A. Ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

tA + (1− t)B, t ∈ [0, 1]

íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì AB.
Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà C = tA + (1− t)B äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè

λ = t/(1− t). Ïåðâûé ïóíêò ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ îçíà÷àåò, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóþùåå. Åñëè òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè λ, òî ïðè
ëþáîì àôôèííîì îòîáðàæåíèè f : A → A′ äëÿ êîòîðîãî f(A) 6= f(B)
òî÷êà f(C) äåëèò îòðåçîê f(A)f(B) â îòíîøåíèè λ.
Îïðåäåëåíèå 2.13. Ïóñòü (A, V ) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî è U � ëè-
íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â â.ï. V . Ïîäìíîæåñòâî P ⊂ A íàçûâàåòñÿ àô-
ôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ñ íàïðàâëÿþùèì ïðîñòðàíñòâîì U , åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê P1, P2 ∈ P èìååì P2−P1 ∈ U è P1 +u ∈ P äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà u ∈ U1.

Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü
åãî íàïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

ßñíî, ÷òî ïàðà (P , U) èç îïðåäåëåíèÿ ñàìà ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì (ñ íàïðàâëÿþùèì ïðîñòðàíñòâîì â êà÷åñòâå àññîöèèðîâàí-
íîãî).
Ëåììà 2.14. Ïóñòü (A, V ) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.

1. Åñëè P � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â A ñ íàïðàâëÿþùèì ïðî-
ñòðàíñòâîì U , òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ P èìååì

P = {P + u : u ∈ U}.
Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè A ∈ A è äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà U ⊂ V ìíîæåñòâî

{A + u : u ∈ U}
ÿâëÿåòñÿ àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâîì â A ñ íàïðàâëÿþùèì ïðî-
ñòðàíñòâîì U .

2. Ëþáîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî P ⊂ A ðàçìåðíîñòè k ÿâëÿåò-
ñÿ àôôèííîé îáîëî÷êîé íåêîòîðûõ òî÷åê P0, P1, . . . , Pk ∈ P. Îá-
ðàòíî, àôôèííàÿ îáîëî÷êà ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê èç A
ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

1Çàïèñü (P, U) ⊂ (A, V ) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî P � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà A ñ íàïðàâëÿþùèì U ⊂ V
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíî. ¤

Ïðåäëîæåíèå 2.15. Ïóñòü f : (A, V ) → (A′, V ′) � àôôèííîå îòîáðà-
æåíèå è (P , U) ⊂ (A, V ) � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â A.

Òîãäà ìíîæåñòâî f(P) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðî-
ñòðàíñòâà A′ ñ íàïðàâëÿþùèì d f(U) ⊂ V ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ï. 2 ïðåäûäóùåé ëåììû, èìååì

P = a- span{P0, . . . , Pk}

äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê P0, . . . , Pk ∈ P (k = dimP). Íî ïî ï. 1 ïðåäëîæåíèÿ
2.11 ýòî çíà÷èò, ÷òî

f(P) = a- span{f(P0), f(P1), . . . , f(Pk)}.

Ñîãëàñíî îáðàòíîìó óòâåðæäåíèþ ï. 2 ïðåäûäóùåé ëåììû f(P) � àô-
ôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íàïðàâëÿþùèì

U ′ = span{f(P1)− f(P0), . . . , f(Pk)− f(P0)} =

= span{d f(P1 − P0), . . . , d f(Pk − P0)} =

= d f(span{P1 − P0, . . . , Pk − P0}) = d f(U).

¤

Ïðèìåð. Ëþáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì.
Îäíîìåðíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, äâóìåðíîå
� ïëîñêîñòüþ. Ïîäðîáíåå � ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.
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