
�3 Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü. Âåêòîðíûå ïðîèçâåäå-

íèÿ

Âìåñòî áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò1, èíîãäà óäîáíåå èñ-
ïîëüçîâàòü àôôèííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Èìåííî, íàáîð, ñîñòîÿùèé èç
òî÷êè O ∈ A (íà÷àëà êîîðäèíàò) è âåêòîðîâ {e1, . . . , en}, îáðàçóþùèõ
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ìû áóäåì íàçûâàòü àôôèííûì áàçèñîì â ïðî-
ñòðàíñòâå A.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü O, e1, . . . , en � àôôèííûé áàçèñ â A. Êîîð-
äèíàòàìè òî÷êè A ∈ A â ýòîì áàçèñå íàçûâàþòñÿ (îïðåäåëåííûå åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì) ÷èñëà t1, . . . , tn, äëÿ êîòîðûõ

A−O =
n∑

i=1

tiei.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü A(O, t1, . . . , tn), èëè ïðîñòî A(t1, . . . , tn),
åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ôèêñèðîâàíî.

Åñëè A0, . . . , An ∈ A � áàðèöåíòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî ïî-
ëîæèâ O = A0 è ei = Ai − A0 äëÿ i ∈ 1, n ïîëó÷èì àôôèííûé áàçèñ
O, e1, . . . , en. Òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëû îáðàòíîãî ïåðåõîäà.

Ïðÿìàÿ
Îäíîìåðíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé.
Ñîãëàñíî ëåììå 3.14, ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ ñâîåé òî÷êîé A ∈ A è íàïðàâ-

ëÿþùèì âåêòîðîì v ∈ V (U = span{v}). Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òî÷êà
ïðÿìîé èìååò âèä

A(t) = A + tv, t ∈ R. (1)

Ýòî ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îáùóþ çàïèñü ïàðàìåòðè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (çäåñü ïàðàìåòð� ýòî ïåðåìåííàÿ t ∈ R, âåêòîð v ∈ V
íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì).

Ñëó÷àé A = R2. Åñëè O, e1, e2 � àôôèííûé áàçèñ, òî êîîðäèíàòû
òî÷êè A(t) èìåþò âèä

x = x0 + tl, y = y0 + tm, (2)

ãäå A(x0, y0) è v = le1+me2. Óðàâíåíèÿ (2) íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

1) êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì n+1 òî÷êè A0, . . . , An àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
(A, V )
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Èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé (2) ïàðàìåòð t ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

x− x0

l
=

y − y0

m
,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Èç
êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâíî-
ñèëüíîå óðàâíåíèå âèäà Ax + By + C = 0, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îáùèì
óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Ñëó÷àé A = R3. Åñëè O, e1, e2, e3 � àôôèííûé áàçèñ, òî êîîðäèíàòû
òî÷êè A(t) èìåþò âèä

x = x0 + tl, y = y0 + tm, z = z0 + tk (3)

ãäå A(x0, y0, z0) è v = le1 + me2 + ke3. Óðàâíåíèÿ (3) íàçûâàþò ïàðàìåò-
ðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé (3) ïàðàìåòð t ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

x− x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

k
,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðîñòðàí-
ñòâå.

Çàìå÷àíèå. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé èìåþò ñìûñë è òîãäà,
êîãäà êàêîé-ëèáî èç çíàìåíàòåëåé îáðàùàåòñÿ â íîëü (íî íå âñå ñðàçó).
Íàïðèìåð (3) çàäàåò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A(x0, y0, z0), è
èìåþùóþ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì âåêòîð v.

Çàìå÷àíèå. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé èìåþò ñìûñë è òîãäà,
êîãäà êàêîé-ëèáî èç çíàìåíàòåëåé îáðàùàåòñÿ â íîëü (íî íå âñå ñðàçó).
Íàïðèìåð (3) çàäàåò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A(x0, y0, z0), è
èìåþùóþ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì âåêòîð v.

Ïëîñêîñòü
Äâóìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòüþ.
Ñîãëàñíî ëåììå 3.14, ïëîñêîñòü çàäàåòñÿ ñâîåé òî÷êîé A ∈ A è äâóìÿ

íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè v, v′ ∈ V (U = span{v, v′}). Òàêèì îáðàçîì,
ëþáàÿ òî÷êà ïðÿìîé èìååò âèä

A(t, p) = A + tv + pv′, t, p ∈ R. (4)

Ýòî ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îáùóþ çàïèñü ïàðàìåòðè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè (çäåñü ïàðàìåòðû � ýòî ïåðåìåííûå t, p ∈ R, âåê-
òîðà v, v′ ∈ V íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè).
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Ñëó÷àé A = R3. Åñëè O, e1, e2, e3 � àôôèííûé áàçèñ, òî êîîðäèíàòû
òî÷êè A(t) èìåþò âèä

x = x0 + tl + pl′, y = y0 + tm + pm′, z = z0 + tk + pk′ (5)

ãäå A(x0, y0, z0) è v = le1 +me2 +ke3, v
′ = l′e1 +m′e2 +k′e3. Óðàâíåíèÿ (4)

íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.
Èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé (4) ïàðàìåòðû t è p ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(mk′ − km′)(x− x0) + (kl′ − lk′)(y − y0) + (lm′ −ml′)(z − z0) = 0.

Óðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî âèäà Ax + By + Cz + D = 0 íàçûâàåòñÿ îáùèì
óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.

Âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íà ïëîñêîñòè
Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà àôôèííîé ïëîñêîñòè (ñ ôèêñèðîâàííûì áàçè-

ñîì) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

l(y − y0)−m(x− x0) = 0. (6)

Çäåñü v = le1 + me2 � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð è A(x0, y0) � íåêîòîðàÿ
òî÷êà íà ïðÿìîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ëåæèò
íà ïðÿìîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6).
Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ âåêòîðîâ � âåêòîðà
v ∈ R2 è âåêòîðà A− A0 ∈ R2.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü E = {e1, e2} � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
V ' R2. Îòîáðàæåíèå ϕE : V × V → R, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

ϕE(v, u) = v1u2 − v2u1, (7)

ãäå v = v1e1+v2e2, u = u1e1+u2e2, íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì
âåêòîðîâ v, u ∈ V â áàçèñå E.

Çàìåòèì, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà (ñì.
ï. 4 ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ). Óðàâíåíèå (6) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ
èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ òàê:

ϕE(v, A− A0) = 0.

Äàëåå äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ áîëåå
òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå [v, u]E = ϕE(v, u).
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Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü V ' R2 � äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ ëþáîãî áàçèñà E = {e1, e2} ïðîñòðàíñòâà V ñìåøàííîå ïðî-
èçâåäåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. [u, v]E = −[v, u]E ∀u, v ∈ V

2. [λv + w, u]E = λ[v, u]E + [w, u]E ∀u, v, w ∈ V , ∀λ ∈ R

3. [e1, e2]E = 1

4. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî áàçèñà F = {f1, f2} ïðîñòðàíñòâà V èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

[v, u]F = [e1, e2]F · [v, u]E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 1-3 ýëåìåíòàðíî è ñëåäóåò
èç ÿâíîé ôîðìóëû (7).

Äîêàçàòåëüñòâî ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâà. Âûðàçèì âåêòîðà áàçèñà E ÷å-
ðåç âåêòîðà áàçèñà F :

e1 = af1 + bf2, e2 = cf1 + df2.

Ïóñòü u1 è u2 � êîîðäèíàòû âåêòîðà u â áàçèñå E. Âû÷èñëèì åãî êîîð-
äèíàòû â áàçèñå F :

u = u1e1+u2e2 = u1(af1+bf2)+u2(cf1+df2) = (au1+cu2)f1+(bu1+du2)f2.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âåêòîðà v = v1e1 + v2e2:

v = (av1 + cv2)f1 + (bv1 + dv2)f2.

Òàêèì îáðàçîì

[v, u]F = (av1 + cv2)(bu1 + du2)− (au1 + cu2)(bv1 + dv2) =

= abv1u1 + adv1du2 + bcv2u1 + cdv2u2− abu1v1− adu1v2− bcu2v1− cdu2v2 =

= adv1du2+bcv2u1−adu1v2−bcu2v1 = (ad−bc)(v1u2−v2u1) = (ad−bc)[v, u]E.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî [e1, e2]F = ad− bc. �
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Î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ. Åñëè [v, u]E 6= 0, òî [v, u]F 6= 0 äëÿ ëþáîãî
äðóãîãî áàçèñà F .

Âåêòîðà v, u ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû (=îáðàçóþò áàçèñ) â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà [v, u]E 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Äëÿ äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè èìååò ìåñòî ðîâíî
îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé.

1. Ïðÿìûå ñîâïàäàþò.

2. Ïðÿìûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê (ïàðàëëåëüíû).

3. Ïðÿìûå èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ïðÿìûå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå: A0 + vt
è B0 + ut (v, u 6= ~0). Îáùèå òî÷êè ýòèõ ïðÿìûõ ñîîòâåòñòâóþò ðåøå-
íèÿì (îòíîñèòåëüíî t) óðàâíåíèÿ [v, (B0 + tu) − A0]E = 0. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâåäåíèå [u, v]E.

a) Ïóñòü [u, v]E = 0 â íåêîòîðîì áàçèñå E (ýòî óñëîâèå íå çàâèñèò îò
âûáîðà áàçèñà). Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðà v è u êîëëèíåàðíû. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâåäåíèå [A0 −B0, v]E.

a′) Åñëè [v, B0 − A0]E = 0, òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R èìååì

[v, (B0 + tu)− A0]E = [v, B0 − A0]E + t[v, u]E = 0.

Ïîýòîìó ëþáàÿ òî÷êà âòîðîé ïðÿìîé ëåæèò íà ïåðâîé ïðÿìîé,
ò.å. ïðÿìûå ñîâïàäàþò.

b′) Åñëè [v, B0 − A0]E 6= 0, òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R èìååì

[v, (B0 + tu)− A0]E = [v, B0 − A0]E + t[v, u]E 6= 0.

Ïîýòîìó ïðÿìûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê (ïàðàëëåëüíû).

b) Åñëè [u, v]E 6= 0, òî óðàâíåíèå

[v, (B0 + tu)− A0]E = [v, B0 − A0]E + t[v, u]E = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå t = −[v, B0 − A0]E/[v, u]E.

�
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Îïðåäåëåíèå 3.5. Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êè A, B ∈ A ëåæàò ïî ðàçíûå ñòî-
ðîíû îò ïðÿìîé íà àôôèííîé ïëîñêîñòè A ' R2, åñëè îòðåçîê AB èìååò
ñ ïðÿìîé îáùóþ òî÷êó C 6= A, B.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Òî÷êè A, B ∈ A ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿ-
ìîé A0 + vt íà àôôèííîé ïëîñêîñòè A ' R2 â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè [A−A0, v]E · [B −A0, v]E < 0 â íåêîòîðîì áàçèñå E ïëîñêî-
ñòè A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî çíàê ïðîèçâåäåíèÿ

[A− A0, v]E · [B − A0, v]E

íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà (ñì. ï. 4 ïðåäëîæåíèÿ 3.3). Îòðåçîê AB
èìååò ñ ïðÿìîé îáùóþ òî÷êó C 6= A, B åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò
÷èñëî τ ∈ (0, 1) äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå

(1− τ)B + τA = A0 + vt

èìååò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî t. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âåêòîðà
B − A0 + τ(A−B) è v êîëëèíåàðíû:

[(1− τ)(B − A0) + τ(A− A0), v]E = 0.

Ïðåîáðàçóåì ýòî ðàâåíñòâî:

(1− τ)[B − A0, v]E + τ [A− A0, v]E = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè íåêîòîðîì τ ∈ (0, 1) â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè [A− A0, v]E · [B − A0, v]E < 0. �

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïóñòü A, B, C ∈ A � òðè òî÷êè íà àôôèííîé ïëîñ-
êîñòè A ' R2. Ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà tA+τB +(1− t−τ)C, äëÿ êîòîðûõ
t, τ ∈ [0, 1], íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîì 4ABC. ×èñëî

1

2

∣∣∣[B − A, C − A]E

∣∣∣
íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ òðåóãîëüíèêà 4ABC.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòîé ïðîâåðêîé:

[A−B, C −B]E = [A−B, C −B + (B − A)]E = −[B − A, C − A]E,

ïîýòîìó
1

2

∣∣∣[A−B, C −B]E

∣∣∣ =
1

2

∣∣∣[B − A, C − A]E

∣∣∣
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Îðèåíòàöèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî äâà áàçèñà E = {e1, e2}, E ′ = {e′
1, e

′
2} âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû, åñëè [e′
1, e

′
2]E > 0.

Ìíîæåñòâî îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ áàçèñîâ íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöè-
åé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . ßñíî, ÷òî èìååòñÿ âñåãî äâå îðèåíòàöèè
(äâà áàçèñà E è E ′ îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì îðèåíòàöèÿì ⇔ [e′

1, e
′
2]E < 0).

Ïëîñêîñòü A íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé, åñëè âûáðàíà îðèåíòàöèÿ
â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Âûáîð îðèåíòàöèè àôôèí-
íîé ïëîñêîñòè ðàâíîñèëåí âûáîðó öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà íà âåðøèíàõ
íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 4ABC � íåâû-
ðîæäåííûé òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè, îðèåíòèðîâàííîé êëàññîì áàçèñà
E âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè [B − A, C − B]E > 0, òî ïîðÿäîê
îáõîäà âåðøèí òàêîâ: A → B → C. Åñëè [B−A, C−B]E < 0, òî ïîðÿäîê
îáõîäà âåðøèí òàêîâ: A → C → B. Îáðàòíî, ïîðÿäîê âåðøèí çàäàåò
áàçèñ íà ïëîñêîñòè (åñëè ïîðÿäîê A → B → C, òî îðèåíòàöèÿ çàäàåòñÿ
áàçèñîì {B − A, C −B}).

Ñëó÷àé [B − A, C −B]E > 0

A r -r B�
�
�
�
�
��
r C

�
�

�
�

�
�

�
�

�+

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå
Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå (ñ ôèê-

ñèðîâàííûì áàçèñîì) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(mk′ − km′)(x− x0) + (kl′ − lk′)(y − y0) + (lm′ −ml′)(z − z0) = 0, (8)

ãäå A(x0, y0, z0) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, è v = le1 + me2 + ke3,
v′ = l′e1 +m′e2 +k′e3 � íàïðàâëÿþùèå âåêòîðà ýòîé ïëîñêîñòè. Äðóãèìè
ñëîâàìè, òî÷êà A(x, y, z) ëåæèò íà äàííîé ïëîñêîñòè â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (8). Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (8) ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé òðåõ âåêòîðîâ � âåêòîðîâ v, v′ ∈ R3 è âåêòîðà A−A0 ∈ R3.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ïóñòü E = {e1, e2, e3} � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V ' R3. Îòîáðàæåíèå ϕE : V ×V ×V → R, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

ϕE(v, u, w) = (v2u3 − v3u2)w1 + (v3u1 − v1u3)w2 + (v1u2 − v2u1)w3, (9)

2öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê = íàïðàâëåíèå îáõîäà ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
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ãäå

v =
3∑

i=1

viei, u =
3∑

i=1

uiei, w =
3∑

i=1

wiei,

íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ v, u, w ∈ V â áàçèñå E.

Çàìåòèì, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà (ñì.
ï. 4 ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ). Óðàâíåíèå (8) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ
èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ òàê:

ϕE(v, v′, A− A0) = 0.

Äàëåå äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ áîëåå
òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå [v, u, w]E = ϕE(v, u, w).

Ïðåäëîæåíèå 3.9. Ïóñòü V ' R3 � òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ ëþáîãî áàçèñà E = {e1, e2, e3} ïðîñòðàíñòâà V ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. [u, v, w]E = −[v, u, w]E = [v, w, u]E ∀u, v, w ∈ V

2. [λv + w, u, z]E = λ[v, u, z]E + [w, u, z]E ∀u, v, w, z ∈ V , ∀λ ∈ R

3. [e1, e2, e3]E = 1

4. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî áàçèñà F = {f1, f2, f3} ïðîñòðàíñòâà V èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

[v, u, w]F = [e1, e2, e3]F · [v, u, w]E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 1-3 ýëåìåíòàðíî è ñëåäóåò
èç ÿâíîé ôîðìóëû (9).

Äîêàçàòåëüñòâî ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâà ìîæåò áûòü íàïðÿìóþ (êàê äî-
êàçàòåëüñòâî ï. 4 ïðåäëîæåíèÿ 3.3). Çäåñü ïðèâîäèòñÿ äðóãîå äîêàçà-
òåëüñòâî.

Ïóñòü

v =
3∑

i=1

viei, u =
3∑

j=1

ujej, w =
3∑

k=1

wkek.

Òîãäà [v, u, w]F − [e1, e2, e3]F · [v, u, w]E =

=

[
3∑

i=1

viei,

3∑
j=1

ujej,

3∑
k=1

wkek

]
F

−[e1, e2, e3]F ·

[
3∑

i=1

viei,

3∑
j=1

ujej,

3∑
k=1

wkek

]
E

=
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=
3∑

i,j,k=1

viujwk

(
[ei, ej, ek]F − [e1, e2, e3]F · [ei, ej, ek]E

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî [ei, ej, ek]F = [e1, e2, e3]F ·[ei, ej, ek]E äëÿ âñåõ i, j, k ∈ {1, 2, 3}.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñðåäè èíäåêñîâ i, j, k åñòü ïîâòîðû, òî ïðàâàÿ è ëå-
âàÿ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâî � íóëåâûå (ýòî ñëåäóåò èç ï. 1). Åñëè æå
âñå èíäåêñû i, j, k ðàçëè÷íû, òî èñêîìîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà
[e1, e2, e3]F = [e1, e2, e3]F · [e1, e2, e3]E. �

Î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ. Åñëè [v, u, w]E 6= 0, òî [v, u, w]F 6= 0 äëÿ ëþ-
áîãî äðóãîãî áàçèñà F .

Âåêòîðà v, u, w ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû (=îáðàçóþò áàçèñ) â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà [v, u, w]E 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî (ïðîèçâîëüíîãî)
áàçèñà E.

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êè A, B ∈ A ëåæàò ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè â àôôèííîé ïðîñòðàíñòâå A ' R3, åñëè îòðåçîê
AB èìååò ñ ïëîñêîñòüþ îáùóþ òî÷êó C 6= A, B.

Ïðåäëîæåíèå 3.11. Òî÷êè A, B ∈ A ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ïëîñêîñòè A0 + vt + up â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A ' R3 â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè [A−A0, v, u]E · [B−A0, v, u]E < 0 â íåêîòîðîì
áàçèñå E ïðîñòðàíñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.6. �

Îïðåäåëåíèå 3.12. Ïóñòü A, B, C,D ∈ A � ÷åòûðå òî÷êè â àôôèííîì
ïðîñòðàíñòâåA ' R3. Ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà tA+τB+pC+(1−t−τ−p)D,
äëÿ êîòîðûõ t, τ, p ∈ [0, 1], íàçûâàåòñÿ òåòðàýäðîì 4ABCD. ×èñëî

1

6

∣∣∣[B − A, C − A, D − A]E

∣∣∣
íàçûâàåòñÿ îáúåìîì òåòðàýäðà 4ABCD.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòîé ïðîâåðêîé:

[A−B, C −B, D −B]E = [A−B, C −B + (B −A), D −B + (B −A)]E =

−[B − A, C − A, D − A]E,

ïîýòîìó

1

6

∣∣∣[A−B, C −B, D −B]E

∣∣∣ =
1

6

∣∣∣[B − A, C − A, D − A]E

∣∣∣
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Îðèåíòàöèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî äâà áàçèñà E = {e1, e2, e3}, E ′ = {e′
1, e

′
2, e

′
3}

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû, åñëè [e′
1, e

′
2, e

′
3]E >

0. Ìíîæåñòâî îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ áàçèñîâ íàçûâàåòñÿ îðèåíòà-
öèåé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . ßñíî, ÷òî èìååòñÿ âñåãî äâå îðèåíòàöèè
(äâà áàçèñà E è E ′ îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì îðèåíòàöèÿì ⇔ [e′

1, e
′
2, e

′
3]E < 0).

Ïðîñòðàíñòâî A ' R3 íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëè âûáðàíà
îðèåíòàöèÿ â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Âûáîð îðèåíòà-
öèè àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíîñèëåí íàïðàâëåíèÿ âèíòîâîãî äâèæå-
íèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 4ABCD � íåâûðîæäåííûé
òåòðàýäð â ïðîñòðàíñòâå, îðèåíòèðîâàííîì êëàññîì áàçèñà E âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè [B−A, C −B, D−C]E > 0, òî âèíòîâîå äâèæåíèå
òàêîâî: A → B → C → D (æèðíûå ñòðåëêè íà ðèñóíêå íèæå).

B r� r A�
�

�
�

�
�

��rD
�������)

Q
Q

QQ

Q
Q

r C

Äàííîå íàïðàâëåíèå âèíòîâîãî äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì. Îíî ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ øòîïîðà, êîòîðûé âõîäèò
â ïðîáêó. Ñîîòâåòñòâåííî áàçèñ {B − A, C − A, D − A} çàäàåò ïîëîæè-
òåëüíóþ îðèåíòàöèþ.

Îòñòóïëåíèå. Î âòîðîì ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è E = {e1, . . . , en} � íåêîòîðûé
áàçèñ â V . Íàïîìíþ, ÷òî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗ âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà V :

V ∗ = {l : V → R | l(λv + w) = λl(v) + l(w) ∀v, w ∈ V, ∀λ ∈ R}.

Ïðåäëîæåíèå 3.13. Íàáîð âåêòîðîâ E∗ = {e∗
1, . . . , e

∗
n} ⊂ V ∗, îïðåäå-

ëåííûé ïðàâèëîì

e∗
i (ej) =

{
1, i = j
0, i 6= j

,

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗ (è íàçûâàåòñÿ ñîïðÿ-
æåííûì áàçèñîì).
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Äîêàçàòåëüñòâî.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè
l ∈ V ∗ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

l =
n∑

i=1

l(ei)e
∗
i .

ßñíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà l îïðåäåëåíû åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.9 íàáîð {e∗

i }n
i=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â V ∗.

�

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò èçîìîðôèçì V ' V ∗. Îäíàêî íå ñó-
ùåñòâóåò êàêîãî-ëèáî èçáðàííîãî, èíâàðèàíòíîãî ñïîñîáà îòîæäåñòâèòü
ýòè äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî, ïðè ïåðåõîäå êî âòîðîìó ñî-
ïðÿæåííîìó V ∗∗ = (V ∗)∗ òàêîé ñïîñîá ïîÿâëÿåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.14. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ξ : V →
V ∗∗. Îíî çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ξ(v)(l) = l(v) ∀v ∈ V , ∀l ∈ V ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ξ � èçîìîðôèçì. Ïóñòü
E = {e1, . . . , en} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , E∗ = {e∗

1, . . . , e
∗
n} � ñîïðÿ-

æåííûé áàçèñ â V ∗ è E∗∗ = {e∗∗
1 , . . . , e∗∗

n } � ñîïðÿæåííûé áàçèñ â V ∗∗.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ ξ, èìååì ξ(ei)(e

∗
j) = e∗

j(ei), ïîýòîìó
ξ(ei) = e∗∗

i . Èòàê, îòîáðàæåíèå ξ ïåðåâîäèò äàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
V â íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ∗∗, ïîýòîìó îíî � èçîìîðôèçì. �

Îïðåäåëåíèå 3.15. Ïóñòü E = {e1, e2, e3} � áàçèñ â.ï. V . Âåêòîð l ∈ V ∗

äëÿ êîòîðîãî
l(w) = [v, u, w]E, ∀w ∈ V

íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ v è u â áàçèñå E è îáî-
çíà÷àåòñÿ l = v ×E u ∈ V ∗.

Èç ðàâåíñòâà (9) ëåãêî ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ âåêòîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ:

v ×E u = (v2u3 − v3u2)e
∗
1 + (v3u1 − v1u3)e

∗
2 + (v1u2 − v2u1)e

∗
3, (10)

ãäå v = v1e1 + v2e2 + v3e3, è u = u1e1 + u2e2 + u3e3.

Ïðåäëîæåíèå 3.16. Ïóñòü V ' R3 � òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Äëÿ ëþáîãî áàçèñà E = {e1, e2, e3} ïðîñòðàíñòâà V âåêòîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. u×E v = −v ×E u ∀u, v ∈ V
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2. (λv + w)×E u = λ(v ×E u) + w ×E u ∀u, v, w ∈ V , ∀λ ∈ R

3. e1 ×E e2 = e∗
3

4. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî áàçèñà F = {f1, f2, f3} ïðîñòðàíñòâà V èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

v ×F u = [e1, e2, e3]F · v ×E u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ï.ï. 1-3 ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿâ-
íîé ôîðìóëû (10).

Äîêàçàòåëüñòâî ï. 4:

v ×F u(w) = [v, u, w]F = [e1, e2, e3]F · [v, u, w]E = [e1, e2, e3]F · v ×E u(w).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà w ∈ V èìååò ìåñòî èñêîìîå ðàâåíñòâî.�

Î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå. Ðàâåíñòâî v ×E u = ~0 èìååò ìåñòî â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðà u è v êîëëèíåàðíû.

Ëåììà 3.17. Ïóñòü E � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V è E∗ � ñîïðÿæåííûé
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ∗. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v, u ∈ V è äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà l ∈ V ∗ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî[

v, u, (v ×E u)×E∗ l
]

E
= 0

(çäåñü èñïîëüçîâàí êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì V ∗∗ ' V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðÿìóþ âû-
êëàäêó ñ èñïîëüçîâàíèåì êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà V ∗∗ ' V :[

v, u, (v ×E u)×E∗ l
]

E
= v ×E u

(
(v ×E u)×E∗ l

)
=

=
(
(v ×E u)×E∗ l

)
(v ×E u) =

[
v ×E u, l, v ×E u

]
E∗

= 0.

�

Ïðåäëîæåíèå 3.18. Äëÿ äâóõ ïëîñêîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå èìååò ìåñòî ðîâíî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ.

1. Ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò

2. Ïëîñêîñòè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê (ïàðàëëåëüíû)
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3. Ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî îáùåé ïðÿìîé

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïëîñêîñòè çàäàíû â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:
A0 + vt + up è B0 + wτ + zµ (çäåñü ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ t, p, τ, µ ∈ R).

Ðàññìîòðèì âåêòîð

n = (u×E v)×E∗ (w ×E z) ∈ V.

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = ~0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðà u×E v è w×E z
êîëëèíåàðíû: u ×E v = λ · w ×E z ïðè íåêîòîðîì λ ∈ R. Ïîýòîìó
èìååì ðàâíîñèëüíîñòü

[u, v, s]E = 0 ⇔ [w, z, s]E = 0.

Òàêèì îáðàçîì span{u, v} = span{w, z}, òî åñòü íàïðàâëÿþùèå ïðî-
ñòðàíñòâà îáåèõ ïëîñêîñòåé ñîâïàäàþò (ïðîäóìàéòå ýòîò ìîìåíò).

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ïðîèçâåäåíèå [v, u, B0 − A0]E.

à) Åñëè [v, u, B0−A0]E = 0, òî [v, u, B0+wτ+zµ−A0]E = [v, u, wτ+
zµ]E = 0, ïîýòîìó ëþáàÿ òî÷êà âòîðîé ïëîñêîñòè ëåæèò â ïåð-
âîé ïëîñêîñòè. Â ñèëó òîãî, ÷òî òîãäà è [w, z, A0 − B0]E = 0,
ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò.

á) Åñëè [v, u, B0−A0]E 6= 0, òî [v, u, B0+wτ+zµ−A0]E = [v, u, B0−
A0]E 6= 0, ïîýòîìó ó ïëîñêîñòåé íåò îáùèõ òî÷åê.

2) Ïóñòü n 6= ~0. Ïî ëåììå 3.17 âåêòîð n ëåæèò â íàïðàâëÿþùåì ïðî-
ñòðàíñòâå êàê îäíîé, òàê è äðóãîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì íàïðàâëÿ-
þùèå ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñòåé íå ñîâïàäàþò. Âåêòîð n íå êîëëè-
íåàðåí îäíîìó èç âåêòîðîâ w, z (èëè îáîèì). Ïóñòü n ×E w 6= 03.
Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ B0 +wt, ëåæàùóþ âî âòîðîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà

B1 = B0 + w · [u, v, A0 −B0]E
[u, v, w]E

ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé è â ïåðâîé ïëîñêîñòè:

[u, v, B0+w· [u, v, A0 −B0]E
[u, v, w]E

−A0]E = [u, v, B0−A0]E+[u, v, A0−B0]E = 0.

Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé: B1 + nt.

�
3ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîðà {v, u, w} îáðàçóþò áàçèñ, ò.å. [u, v, w]E 6= 0
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Ïðåäëîæåíèå 3.19. Äëÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå èìååò ìåñòî ðîâíî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ.

1. Ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè

2. Ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ íå èìåþò îáùèõ òî÷åê (ïàðàëëåëüíû)

3. Ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ çàäàíû â ïàðàìåòðè÷å-
ñêîì âèäå: A0+vt+up è B0+wτ (çäåñü ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ t, p, τ ∈ R).
Îáùèå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò òåì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà τ ∈ R äëÿ êîòî-
ðûõ

[v, u, B0 + wτ − A0]E = 0.

Ðàññìîòðèì ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå [v, u, w]E (E � íåêîòîðûé áà-
çèñ).

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [v, u, w]E = 0.

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ïðîèçâåäåíèå [v, u, B0 − A0]E.

à) Åñëè [v, u, B0 − A0]E = 0, òî [v, u, B0 + wτ − A0]E = 0 äëÿ âñåõ
τ ∈ R, ïîýòîìó ëþáàÿ òî÷êà ïðÿìîé ëåæèò â ïëîñêîñòè.

á) Åñëè [v, u, B0 − A0]E 6= 0, òî [v, u, B0 + wτ − A0]E = [v, u, B0 −
A0]E 6= 0 äëÿ âñåõ τ ∈ R, ïîýòîìó ó ïëîñêîñòè è ïðÿìîé íåò
îáùèõ òî÷åê.

2) Òåïåðü ïóñòü [v, u, w]E 6= 0. ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå

[v, u, B0 + wτ − A0]E = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

τ =
[v, u, A0 −B0]E

[v, u, w]E
,

ñîîòâåòñòâóþùåå åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êå äëÿ ïëîñêîñòè è ïðÿ-
ìîé.

�
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