
�4 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü V � â.ï. Ôóíêöèÿ g : V × V → R íàçûâàåòñÿ
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà V , åñëè

1. g (v, u + w) = g (v, u) + g (v, w) äëÿ âñåõ v, u, w ∈ V

2. λg (v, u) = g (λv, u) = g (v, λu) äëÿ âñåõ v, u ∈ V è âñåõ λ ∈ R
3. g (v, u) = g (u, v) äëÿ âñåõ v, u ∈ V

4. g (v, v) > 0 äëÿ âñåõ v 6= 0

Âåêòîðà v, u ∈ V , äëÿ êîòîðûõ g (v, u) = 0 íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëü-
íûìè. ×èñëî | v|g =

√
g (v, v) íàçûâàåòñÿ äëèíîé âåêòîðà v ∈ V .

Ëåììà 4.2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ u, v ∈ V èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

|g (u, v)| ≤ | v|g · |u|g.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ï. 4 îïðåäåëåíèÿ, äëÿ ëþáîãî t ∈ R èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî | v + ut|2g ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì äëÿ ëþáîãî t ∈ R âåðíî
íåðàâåíñòâî

0 ≤ | v + ut|2g = | v|2g + 2tg(v, u) + t2| u|2g
(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ï.ï. 1-3 îïðåäåëåíèÿ). Ïîëó÷åííûé êâàäðà-
òè÷íûé òðåõ÷ëåí äîëæåí èìåòü íåïîëîæèòåëüíûé äèñêðèìèíàíò: g2(u, v)−
| v|2g · | u|2g ≤ 0. ¤

Î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ. 1. Ïîëüçóÿñü äîêàçàííûì íåðàâåíñòâîì ìîæ-
íî îïðåäåëèòü óãîë (äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ g) ìåæäó âåêòîðàìè:

cos(ûvg) =
g (u, v)

| v|g · |u|g .

2. Äëèíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:

| v + u|g =
√
| v|2g + 2g(v, u) + | u|2g ≤

≤
√
| v|2g + 2| v|g · |u|g + |u|2g = | v|g + |u|g.

3. Èíîãäà ïîëåçíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

g (u, v) =
1

2

(
| u + v|2g − | u|2g − | v|2g

)
.
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Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü V, g è U, h � äâà â.ï. ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Îòîáðàæåíèå ϕ : V → U íàçûâàåòñÿ èçî-
ìåòðèåé, åñëè g (u, v) = h(ϕ(v), ϕ(u)) äëÿ âñåõ v, u ∈ V (ðàâíîñèëüíîå
óñëîâèå | v|g = |ϕ(v)|h).

Î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ. 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ èçîìåòðèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî,

|ϕ(v + λu)− ϕ(v)− λϕ(u)|2h = |ϕ(v + λu)|2h + |ϕ(v)|2h + λ2|ϕ(u)|2h−
− 2h(ϕ(v + λu), ϕ(v))− 2λh(ϕ(v + λu), ϕ(u)) + 2λh(ϕ(v), ϕ(u)) =

= |v + λu|2g + |v|2g + λ2|u|2g − 2g(v + λu, v)− 2λg(v + λu, u) + 2λg(v, u) =

= 2|v+λu|2g−2(g(v+λu, v)+λg(v+λu, u)) = 2|v+λu|2g−2g(v+λu, v+λu) = 0.

Íî äëèíà âåêòîðà ðàâíà íóëþ òîëüêî åñëè îí íóëåâîé, ïîýòîìó

ϕ(v + λu) = ϕ(v) + λϕ(u).

2. Ëþáàÿ èçîìåòðèÿ ϕ : V → U èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî: ker ϕ =
{0}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ(v) = 0, òî v = 0, òàê êàê | v|g = |ϕ(v)|h.
Òàêèì îáðàçîì dim V = dim ker ϕ + dim im ϕ = dim im ϕ ≤ dim U . Ëþáàÿ
èçîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè dim V = dim U .

Ïðîñòðàíñòâà V, g è U, h íàçûâàþò èçîìåòðè÷íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì ϕ : V → U , ÿâëÿþùèéñÿ èçîìåòðèåé.
Ëåììà 4.4. Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñî ñàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì g îáëàäàåò áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç îðòîãîíàëüíûõ
âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû (îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â òàê íàçûâàåìîì ïðîöåñ-
ñå îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà. Èìåííî, ïóñòü E = {e1, . . . , en} �
êàêîé-ëèáî áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V . Ïîëîæèì

f1 =
e1

| e1|g , f2 =
e2 − g (f1, e2)f1

| e2 − g (f1, e2)f1|g .

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ýòè âåêòîðà îðòîãîíàëüíû:

g (f1, f2) = g

(
f1,

e2 − g (f1, e2)f1

| e2 − g (f1, e2)f1|g

)
=

g (f1, e2)− g (f1, e2)| f1|2g
| e2 − g (f1, e2)f1|g = 0,

òàê êàê | f1|g = 1. ßñíî, ÷òî è |f2|g = 1. Äàëåå äëÿ ëþáîãî k ∈ 3, n
ïîëîæèì

fk =
ek − g (f1, ek)f1 − g (f2, ek)f2 − . . .− g (fk−1, ek)fk−1

|ek − g (f1, ek)f1 − g (f2, ek)f2 − . . .− g (fk−1, ek)fk−1|g .
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Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî g (fi, fj) = 0 ïðè i 6= j, ýëåìåíòàðíà (ïðîäåëàé-
òå åå). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî | fi|g = 1 äëÿ âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì âåêòîðà
{f1, f2, . . . , fn} îáðàçóþò èñêîìûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. ¤

Òåîðåìà 4.5. Ëþáîå â.ï. V ðàçìåðíîñòè n ∈ N ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì g èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v) = | u| · | v| · cos ûv

(ïîñëåäíåå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {f1, . . . , fn} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

V (îí ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 4.4) è {e1, . . . , en} � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â
Rn (îí çàäàåò äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
ϕ : V → Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè v = v1f1 + . . . + vnfn ∈ V �
ðàçëîæåíèå âåêòîðà v ïî áàçèñó, òî

ϕ(v) =
n∑

i=1

viei.

ßñíî, ÷òî | v|g =
√

v2
1 + . . . + v2

n = |ϕ(v)|2 (òåîðåìà Ïèôàãîðà). Òàêèì
îáðàçîì ϕ � èçîìåòðèÿ. ¤

Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â Rn ôèêñèðî-
âàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (â ñëó÷àå n = 2, 3 � ïîëîæèòåëüíî îðè-
åíòèðîâàííûé). Â òàêîì áàçèñå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

v =
n∑

i=1

viei, è u =
n∑

i=1

uiei

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(v, u) =
1

2

(
| v + u|2 − | v|2 − |u|2

)
=

1

2

n∑
i=1

(
(vi + ui)

2 − v2
i − u2

i

)
=

n∑
i=1

viui.

Ñêàëÿðíîå, êàê äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà íà â.ï., ïîçâîëÿåò íàì ïî-
ñòðîèòü âûäåëåííûé èçîìîðôèçì V ∗ → V .
Ëåììà 4.6. Äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè l ∈ V ∗ ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé âåêòîð u ∈ V , äëÿ êîòîðîãî l(v) = (u, v) ïðè âñåõ v ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì u = l(e1)e1 + l(e2)e2 + . . . + l(en)en. ßñíî,
÷òî ýòî � èñêîìûé âåêòîð. ¤

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìû áóäåì îòîæäåñòâ-
ëÿòü V ∗ ñ V îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.
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Ïðåäëîæåíèå 4.7. Ïóñòü V � îðèåíòèðîâàííîå â.ï.. Ïðè îïèñàííîì
èçîìîðôèçìå V ∗ → V âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå v ×E u ñîîòâåòñòâóåò
âåêòîðó w ∈ V äëÿ êîòîðîãî:

1. (w, u) = (w, v) = 0 (îðòîãîíàëüíîñòü)

2. |w| = | v| · | u| · | sin(v̂u)| (=ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî
íà âåêòîðà v è u)

3. [v, u, w] > 0 (ïðàâèëî áóðàâ÷èêà)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì êîððåêòíîñòü ôîðìóëèðîâêè. À
èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (êàê â ðàçìåðíîñòè 2, òàê
è â ðàçìåðíîñòè 3) îäíî è òî æå â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Äàëåå, [v, u, z] = v × u(z) = (w, z), îòêóäà ñëåäóþò ï.ï. 1 è 3. Äàëåå,
1 = [e1, e2, e3] = (e1 × e2, e3) = |e1 × e2| · |e3| = |e1 × e2|, ïîýòîìó ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ äëèí.
Äàëåå, |w|2 = [v, u, w] = [w, v, u] = (w× v, u) = |w| · | v| · | u| cos(π/2− v̂u).
¤

Ïðåäëîæåíèå 4.8. [u, v] = (u⊥, v), ãäå [u⊥, u] = | u|2.

Çàäà÷è. 1. Äîêàçàòü òîæäåñòâî (v×u)×w = (v, w)u−(u,w)v è ïîëó÷èòü
èç íåãî òîæäåñòâî ßêîáè: (v × u)× w + (w × v)× u + (u× w)× v = 0.

2. Ïóñòü u, v ∈ R3 � îðòîãîíàëüíûå âåêòîðà, à w ∈ R3 � âåêòîð,
íå îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó v. Íàéòè âåêòîð x ∈ R3, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñèñòåìå óðàâíåíèé {

(x,w) = m
x× v = u

.

Çäåñü m ∈ R � íåêîòîðîå ÷èñëî.
Äî êîíöà ýòîãî ïàðàãðàôà ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íà ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàí-

ñòâå) ôèêñèðîâàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oe1e2 (Oe1e2e3). Ìû áó-
äåì ïðèäåðæèâàòüñÿ áîëåå òðàäèöèîííîé äëÿ ó÷åáíèêîâ ãåîìåòðèè ôîð-
ìû çàïèñè. Òàê, âìåñòî òî÷êè A àôôèííîé ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà)
(A, V ) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âåêòîð ~OA ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è êîíöîì
â òî÷êå A.

Òàê, ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä

r(t) = r0 + vt (1)
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Ðèñ. 1: Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O + r äî ïðÿìîé ðàâíî | r − r0| cos q

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé. Ëþáîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé íà-
ïðàâëÿþùåìó âåêòîðó v ∈ V ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì
íîðìàëè äàííîé ïðÿìîé. Ïóñòü n ∈ V � òàêîé âåêòîð. Î÷åâèäíî, ÷òî
óðàâíåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

(n, r − r0) = 0. (2)

Ñìûñë ýòîãî óðàâíåíèÿ: òî÷êà O + r ∈ A ëåæèò íà äàííîé ïðÿìîé â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2).

Ïóñòü q � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè n è r − r0, òîãäà

(n, r − r0) = |n| · | r − r0| · cos q.

Íî ìîäóëü ÷èñëà | r − r0| · cos q ðàâåí ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êîé O + r è
äàííîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé O+r è äàííîé
ïðÿìîé ðàâíî

| (n, r − r0) |
|n| .

Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Åñëè n/|n| = e1 · cos p + e2 · sin p,
r = e1 · x + e2 · y, òî óðàâíåíèå (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x cos p + y sin p− d = 0.
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Ðèñ. 2: Ê íîðìàëüíîìó óðàâíåíèþ ïðÿìîé.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé. Ïðè ýòîì
ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé äî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíî | d|.

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð,
îðòîãîíàëüíûé íàïðàâëÿþùåìó ïîäïðîñòðàíñòâó ïëîñêîñòè, íàçûâàåò-
ñÿ åå íîðìàëüþ. Åñëè ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïà-
ðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì r(t, τ) = r0 + tv + τu, òî ëþáàÿ íîðìàëü ê
ïëîñêîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà âåêòîðó v × u. Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè [v, u, r − r0] = 0 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

(n, r − r0) = 0, (3)

ãäå n � ëþáîé âåêòîð íîðìàëè ê äàííîé ïëîñêîñòè.
Äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êîé O+r è äàííîé ïëîñêîñòüþ èìååò ìåñòî

ôîðìóëà
| (n, r − r0)|

|n| ,

àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè.
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Ðèñ. 3: Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè.

Ðàññòîÿíèå äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü r(t) = r0 + vt �
ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
âåêòîðà r ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé O + r è ïðÿìîé ðàâíî ìîäóëþ ÷èñëà
| r − r0| sin ( ̂v, r − r0), ò.å. îòíîøåíèþ | v × (r − r0)|/| v|.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè. Ïóñòü r0 + vt, r1 + ut � äâå
ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíûå â ïðîñòðàíñòâå, çàäàííûå ïàðàìåòðè÷åñêè. Îíè
èìåþò åäèíñòâåííûé îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð AB (ñì. ðèñ. 3). Äåéñòâè-
òåëüíî, âåêòîðà {v, u, v × u} îáðàçóþò áàçèñ. Ïðåäñòàâèì r0 − r1 â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè: r1 − r0 = av + bu + c(v × u). Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå r0 +av−c(v×u) = r1 +bu. Ïîëîæèì A = O+r1 +bu
è B = O + r0 + av. Òî÷êà A ëåæèò íà âòîðîé ïðÿìîé, à òî÷êà B � íà
ïåðâîé. Âåêòîð AB = B −A = c(v× u) ïåðïåíäèêóëÿðåí îáåèì ïðÿìûì.
Èç ðàâåíñòâà r1 − r0 = av + bu + AB ñëåäóåò, ÷òî

[r1 − r0, v, u] = [AB, v, u] = (v × u,AB) = ±|v × u| · |AB|

(âåêòîðà v × u è AB êîëëèíåàðíû). Òàêèì îáðàçîì ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïðÿìûìè ðàâíî

|AB| =

∣∣∣ [r1 − r0, v, u]
∣∣∣

| v × u| .
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