
�5 Ñòðóêòóðà ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ðàç-
ìåðíîñòÿõ 2 è 3. Êëàññèôèêàöèÿ êâàäðèê.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü V � â.ï. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A ∈ l(V, V )
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â V . Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü l(V )
âìåñòî l(V, V ).

Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A,B ∈ l(V ) íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íûé îïåðàòîð C ∈ l(V ), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó Cv = A(Bv).

Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I ∈ l(V ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Iv = v
äëÿ âñåõ v ∈ V . Íóëåâîé îïåðàòîð O ∈ l(V ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
Ov = 0 äëÿ âñåõ v ∈ V .

Ïðèìåðû. Ïîâîðîò íà π/2 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè J ∈ l(R2) ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Î÷åâèäíî, ÷òî J2 = −I, J4 = I. Îòìåòèì
ôîðìóëó

[v, u] = (Jv, u) = −(v, Ju). (1)
Çàäà÷à ñ íîðìàëÿìè.
Ïóñòü J12 ∈ R3 � ïîâîðîò íà π/2 â ïëîñêîñòè OXY è J23 ∈ R3 �

ïîâîðîò íà π/2 â ïëîñêîñòè OY Z. Åñëè e3 � åäèíè÷íûé âåêòîð ñòàí-
äàðòíîãî áàçèñà, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè OZ, òî J12e3 = e3, J23e3 = −e2,
J12e2 = −e1. Ïîýòîìó J12J23e3 = e1, íî J23J12e3 = −e2. Òàêèì îáðàçîì íå
âñåãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî AB = BA (óìíîæåíèå îïåðàòîðîâ íåêîì-
ìóòàòèâíî).

Ïóñòü V = C∞[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1].
Îïåðàòîð A ∈ l(V ), äåéñòâóþùèé êàê Af(x) = f ′(x) ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî,
ëèíåéíûì îïåðàòîðîì (îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïîäïðîñòðàíñòâî U âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íà-
çûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì (èëè èíâàðèàíòíûì) ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ îïå-
ðàòîðà A ∈ l(V ), åñëè A(U) ⊂ U .

Íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ V , äëÿ êîòîðîãî Av = λv íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì âåêòîðîì (ñîáñòâåííûé âåêòîð ïîðîæäàåò îäíîìåðíîå ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî). Ïðè ýòîì ÷èñëî λ ∈ R íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñ-
ëîì.

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïóñòü V � â.ï. è A ∈ l(V ). A îáðàòèì ⇔ A íå
èìååò íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 1.13

dim ker A + dim im A = dim V.
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Òàêèì îáðàçîì áèåêòèâíîñòü (à çíà÷èò è îáðàòèìîñòü) îïåðàòîðà A ðàâ-
íîñèëüíà òîìó, ÷òî ker A = {0}.

A îáðàòèì ⇔ ker A = {0} ⇔ äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ V
èìååì Av 6= 0 ⇔ λ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ A. ¤

Ëåììà 5.4. Ïóñòü v, u ∈ V � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà â ïðî-
ñòðàíñòâå V ' R2. Åñëè A ∈ l(V ), òî ÷èñëî

[Av, Au]E
[v, u]E

çàâèñèò òîëüêî îò îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � áàçèñ, îòëè÷íûé îò áàçèñà E = {e1, e2}.
Ñîãëàñíî ï.4 ïðåäëîæåíèÿ 3.3 èìååì

[Av,Au]F
[v, u]F

=
[e1, e2]F · [Av, Au]E

[e1, e2]F · [v, u]E
=

[Av, Au]E
[v, u]E

.

Òàêèì îáðàçîì äàííîå ÷èñëî íå çàâèñèò îò áàçèñà, â êîòîðîì âû÷èñëÿ-
åòñÿ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.

Âîçüìåì äðóãóþ ïàðó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ {z, w} ⊂ V .
Îäèí èç ýòèõ âåêòîðîâ íå êîëëèíåàðåí âåêòîðó v. Ïóñòü w = av + bu,
b 6= 0, òîãäà

[Av, Aw]

[v, w]
=

[Av,A(av + bu)]

[v, av + bu]
=

a · [Av, Av] + b · [Av,Au]

a · [v, v] + b · [v, u]
=

[Av,Au]

[v, u]
.

Íî âåêòîð z ∈ V ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïàðó íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
v, w ∈ V : z = cv + dw, ïðè ýòîì c 6= 0, òàê êàê z è w íå êîëëèíåàðíû.
Òàêèì îáðàçîì

[Az, Aw]

[z, w]
=

[A(cv + zw), Aw]

[cv + zw, w]
=

c · [Av,Aw] + d · [Aw, Aw]

c · [v, w] + d · [w, w]
=

[Av,Aw]

[v, w]
.

Èç äâóõ ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

[Az,Aw]

[z, w]
=

[Av, Au]

[v, u]
.

Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî [Av, Au]E/[v, u]E íå çàâèñèò íè îò áàçèñà E, íè îò
ïàðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ {v, u} ⊂ V .¤
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Ëåììà 5.4.1 Ïóñòü v, u, w ∈ V � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà â
ïðîñòðàíñòâå V ' R3. Åñëè A ∈ l(V ), òî ÷èñëî

[Av,Au, Aw]E
[v, u, w]E

íå çàâèñèò íè îò áàçèñà E, íè îò âûáîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòî-
ðîâ v, u, w ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà áàçèñà ïðîâåðÿåòñÿ òàê-
æå, êàê â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå (òîëüêî èñïîëüçóåòñÿ ï.4 ïðåäëî-
æåíèÿ 3.9).

Âîçüìåì äðóãóþ òðîéêó v′, u′, w′ ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.
Îäèí èç íèõ íå êîìïëàíàðåí âåêòîðàì v, u ∈ V . Ïóñòü w′ = av + bu+ cw,
c 6= 0, òîãäà

[Av, Au,Aw′]
[v, u, w′]

=
[Av,Au, A(av + bu + cw)]

[v, u, av + bu + cw]
=

=
[Av,Au, aAv + bAu] + c[Av, Au, Aw]

[v, u, av + bu] + c[v, u, w]
=

[Av, Au, Aw]

[v, u, w]
.

Ëèáî âåêòîð v′, ëèáî âåêòîð u′ íå êîìïëàíàðåí ñ ïàðîé âåêòîðîâ {v, w′}.
Ïóñòü u′ = dv + eu + fw′, e 6= 0. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé âûêëàäêå
ïîëó÷èì

[Av, Au′, Aw′]
[v, u′, w′]

=
[Av, Au,Aw′]

[v, u, w′]
.

Îñòàâøèéñÿ âåêòîð v′ ∈ V íå êîëëèíåàðåí âåêòîðàì u′, w′ ∈ V : v′ =
jv + hu′ + kw′, j 6= 0, ïîýòîìó ïîëó÷èì

[Av′, Au′, Aw′]
[v′, u′, w′]

=
[Av, Au′, Aw′]

[v, u′, w′]
.

Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî [Av, Au, Aw]E/[v, u, w]E íå çàâèñèò íè îò áàçèñà E,
íè îò òðîéêè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ {v, u, w} ⊂ V . ¤

Îïðåäåëåíèå 5.5. ×èñëî, îïðåäåëåííîå â ïðåäûäóùèõ äâóõ ëåììàõ íà-
çûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì îïåðàòîðà A ∈ l(V ) è îáîçíà÷àåòñÿ det A.

Î÷åâèäíûå ñâîéñòâà. det O = 0, det I = 1.

Ïðèìåð. Îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé OX. Ëèíåéíûé îïåðàòîð
ROX : R2 → R2 îòðàæåíèÿ îñòàâëÿåò îñü OX íà ìåñòå: ROXe1 = e1, è
îòðàæàåò îðòîãîíàëüíûå âåêòîðà: ROXe2 = −e2. Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî det ROX = −1.
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Ïðåäëîæåíèå 5.6. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â V ' R2,3 îáðàòèì â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà det A 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðà v, u, w ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Èìååì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé: [Av,Au, Aw] = 0 ⇔ âåê-
òîðà Av,Au, Av ∈ V ëèíåéíî çàâèñèìû ⇔ íàéäóòñÿ ÷èñëà a, b, c ∈ R, íå
ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, äëÿ êîòîðûõ a · Av + b · Au + c · Aw = 0 ⇔
A(av + bu + cw) = 0 ⇔ av + bu + cw ∈ ker A, ò.å. ker A 6= {0} ⇔ îïåðàòîð
A íå îáðàòèì.

Òàêèì îáðàçîì det A = 0 ⇔ îïåðàòîð A íå îáðàòèì. ×òî ðàâíîñèëüíî
óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ. ¤

Îïðåäåëåíèå 5.7. Ôóíêöèÿ PA(t) = det(A− tI) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà A.

Ïðåäëîæåíèå 5.8. 1. λ ∈ R � ñ.ç. îïåðàòîðà A ⇔ PA(λ) = 0.
2. λ ∈ R � íå ñ.ç. îïåðàòîðà A ⇔ îïåðàòîð A− λI îáðàòèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. ×èñëî λ ∈ R � ñ.ç. îïåðàòîðà A ⇔ (ïî îïðåäå-
ëåíèþ) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ V , äëÿ êîòîðîãî Av = λv, ò.å.
(A − λI)v = 0 ⇔ v ∈ ker(A − λI), ò.å. îïåðàòîð A − λI èìååò íåíóëåâîå
ÿäðî ⇔ (ïî ïðåäëîæåíèþ 5.6) PA(λ) = det(A− λI) = 0.

2. ×èñëî λ ∈ R� íå ñ.ç. îïåðàòîðà A⇔ (ïî ï. 1) PA(λ) = det(A−λI) 6=
0 ⇔ (ïî ïðåäëîæåíèþ 5.6) îïåðàòîð A− λI îáðàòèì. ¤

Îïðåäåëåíèå 5.9. Ïóñòü V � â.ï. ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( , ).
Îïåðàòîð A ∈ l(V ) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè (Av, u) = (Au, v)
ïðè âñåõ v, u ∈ V .

Ëåììà 5.10. Åñëè v è u � äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà ñèììåòðè÷åñêîãî
ë.î. A è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû, òî v⊥u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Av = λv è Au = µu. Ñîãëàñíî ñèììåòðè÷íî-
ñòè îïåðàòîðà A èìååì (Av, u) = (Au, v), ïîýòîìó

0 = (Av, u)− (Au, v) = λ(v, u)− µ(u, v) = (λ− µ)(v, u).

Åñëè λ 6= µ, òî (v, u) = 0. ¤

Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü V ' R2 è A ∈ l(V ) � ñèìì. ë.î. Ñóùåñòâóåò
ïàðà îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ v, u ∈ V äëÿ A: Av = λv,
Au = µu. Ïðè÷åì, åñëè λ 6= µ, òî âûáîð ïàðû âåêòîðîâ îäíîçíà÷åí.

4



Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð v ∈ V ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì îïåðàòîðà A åñëè è òîëüêî åñëè [Av, v] = 0.

Ïóñòü e1, e2 ∈ V � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ íà ïëîñêîñòè. Âîçüìåì
âåêòîð vt = e1 cos t + e2 sin t è ïîñìîòðèì íà ôóíêöèþ f(t) = [Avt, vt].
Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êàõ t = 0 è t = π/2:

f(0) = [Ae1, e1] = −(Ae1, Je1) = −(Ae1, e2),

f(π/2) = [Ae2, e2] = −(Ae2, Je2) = (Ae2, e1).

Åñëè (Ae1, e2) = 0, òî âåêòîðà v0 = e1, vπ/2 = e2 ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè.

Ïóñòü (Ae1, e2) 6= 0. Ôóíêöèÿ f : [0, π/2] → R íåïðåðûâíà:

f(t) = [Avt, vt] = cos2 t[Ae1, e1]+cos t·sin t([Ae1, e2]+[Ae2, e1])+sin2 t[Ae2, e2]

è ïðèíèìàåò íà êîíöàõ îòðåçêà [0, π/2] ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ. Ïî
òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà t∗ ∈ (0, π/2), äëÿ êîòîðîé
f(t∗) = 0. Ïóñòü v = vt∗ . Òàê-êàê f(t∗) = [Av, v] = 0 âåêòîð v ∈ V ,
ëåæàùèé â ïåðâîì êâàäðàíòå, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà A:
Av = λv.

Ðàññìîòðåâ òó æå ôóíêöèþ íà îòðåçêå [π/2, π], îáíàðóæèì âòîðîé
ñîáñòâåííûé âåêòîð u ∈ V : Au = µu, ëåæàùèé âî âòîðîì êâàäðàíòå.
Åñëè λ 6= µ, òî, ñîãëàñíî ëåììå 5.10, âåêòîðà v è u îðòîãîíàëüíû. Åñëè
λ = µ, òî ëþáîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ A.

Îäíîçíà÷íîñòü âûáîðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðè λ 6= µ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïî ëåììå 5.10 ëþáîé ñîáñòâåííûé âåêòîð îðòîãîíàëåí ëèáî v, ëèáî
u. ¤

Ëåììà 5.12. Ïóñòü A ∈ V ' R3 � ë.î. (íå îáÿçàòåëüíî ñèìììåòðè-
÷åñêèé). Òîãäà A èìååò íåòðèâèàëüíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì äâà åäèíè÷íûõ âåêòîðà v, u ∈ V è ðàñ-
ñìîòðèì âåêòîð vt = cos t · v + sin t · u. Îáðàçóåì ôóíêöèþ

f(t) = [A2vt, Avt, vt].

ßñíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ f : [0, π] → R íåïðåðûâíà è ÷òî f(0) = −f(π).
Ñîãëàñíî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî t∗ ∈ [0, π], ÷òî
f(t∗) = 0. Ïóñòü w = vt∗ , ò.å. [A2w, Aw, w] = 0.

Åñëè Aw = λw, òî âåêòîð w ∈ V ïîðîæäàåò ñîáñòâåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî è äàëüøå äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü âåêòîðà Aw è w ëèíåéíî
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íåçàâèñèìû è U = span{w,Aw}. Ïîêàæåì, ÷òî U � A-èíâàðèàíòíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî. Âîçüìåì âåêòîð z ∈ U è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè z = a · w + b · Aw âåêòîðîâ w è Aw. Â ýòîì ñëó÷àå

Az = A(a · w + b · Aw) = a · Aw + b · A2w.

Íî â ñèëó òîãî, ÷òî [A2w, Aw, w] = 0, âåêòîð A2w ëåæèò â ïîäïðîñòðàí-
ñòâå U , ïîýòîìó Az ∈ U . Òàêèì îáðàçîì A(U) ⊂ U , ïîýòîìó ïîäïðî-
ñòðàíñòâî U ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.¤

Òåîðåìà 5.13. Ïóñòü V ' R3 è A ∈ l(V ) ñèìì. ë.î. Ñóùåñòâóåò òðîé-
êà îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ v, u, w ∈ V äëÿ A. Ïðè÷åì,
åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû, òî âûáîð òðîéêè âåêòîðîâ îäíî-
çíà÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå, îïåðàòîð A èìååò èí-
âàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V .

1. Ïîäïðîñòðàíñòâî U îäíîìåðíî. Ïóñòü U = span{v} è Av =
λv. Åñëè âåêòîð u ∈ V ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó v ∈ V , òî (Au, v) =
(u,Av) = λ(u, v) = 0. Òàêèì îáðàçîì ïîäïðîñòðàíñòâî U ′ ⊂ V , îðòîãî-
íàëüíîå âåêòîðó v � ñîáñòâåííîå äëÿ A, ò.å. A(U ′) ⊂ U ′.

Ïóñòü A′ : U ′ → U ′ � îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà A íà èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî U ′ ' R2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.11, èìåþòñÿ ñîáñòâåííûå
âåêòîðà u, w ∈ U ′ äëÿ îïåðàòîðà A′. Òàêèì îáðàçîì òðîéêà îðòîãîíàëü-
íûõ (ïî ëåììå 5.10) âåêòîðîâ {v, u, w} ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

2. Ïîäïðîñòðàíñòâî U äâóìåðíî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.11, èìåþòñÿ
ñîáñòâåííûå âåêòîðà u, w ∈ U äëÿ îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà A íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî U . Íî ýòè âåêòîðà ñîáñòâåííûå è äëÿ A. Ïîëîæèì v = u× w,
òîãäà (Av, u) = (v, Au) = (u,w, Au) = 0 ïîýòîìó Av⊥u. Àíàëîãè÷íî
Av⊥w. Òàêèì îáðàçîì âåêòîð Av îðòîãîíàëåí âåêòîðàì u è w, ïîýòîìó
Av = λu×w = λv. Òàêèì îáðàçîì òðîéêà îðòîãîíàëüíûõ (ïî ëåììå 5.10)
âåêòîðîâ {v, u, w} ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëþáîé äðóãîé ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð ïðîïîðöèîíàëåí îäíîìó èç íàéäåííûõ òðåõ âåêòîðîâ.¤

Ïîäèòîæèì ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà. Äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷å-
ñêîãî îïåðàòîðà A ∈ l(Rn) (n = 2, 3) íàéäåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
{ei}n

i=1, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ A: Aei = λiei. Òàêèì
îáðàçîì äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V èìååì

Av = A

(
n∑

i=1

(v, ei)ei

)
=

n∑
i=1

(v, ei)Aei =
n∑

i=1

λi(v, ei)ei.
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Ïóñòü (A, V ) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíþ, ÷òî ôóíêöèÿ f :
A → R íàçûâàåòñÿ àôôèííî-ëèíåéíîé, åñëè îíà èìååò âèä f(A + v) =
f(A) + df(v). Çäåñü df : V → R � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (äèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè), íå çàâèñÿùåå îò òî÷êè A ∈ A. Ïóñòü V ' Rn. Ôèêñèðóåì
íà V íåêîòîðîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V → R èìååò âèä v 7→ (w, v)
(ëåììà 4.6), ïîýòîìó

f(A + v) = (w, v) + f(A),

ãäå âåêòîð w ∈ V íå çàâèñèò îò òî÷êè A ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 5.14. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f : A → R àôôèííî-êâàäðà-
òè÷íà, åñëè íàéäóòñÿ (íåíóëåâîé) ëèíåéíûé îïåðàòîð F ∈ l(V ), âåêòîð
b ∈ V è ÷èñëî c ∈ R, ÷òî

∀A ∈ A , ∀v ∈ V f(A + v) = (Fv, v) + 2(b, v) + f(A),

äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ( , ) íà V ' Rn.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ a(v, u) =
(Fv, u). Ýòà ôóíêöèÿ ëèíåéíà ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè ( , )1 � äðóãîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà V , òî a(v, u) = (F1(v), u)1

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè F1 : V → V . Íî (F1(v +λv′), u)1 = a(v +λv′, u) =
a(v, u) + λa(v′, u) = (F1(v), u)1 + (λF1(v

′), u)1 = (F1(v) + λF1(v
′), u)1 äëÿ

ëþáûõ âåêòîðîâ v, v′, u ∈ V è ëþáîãî ÷èñëà λ ∈ R. Ïîýòîìó F1 ∈ l(V ).
Àíàëîãè÷íî èìååì (b, v) = (b1, v)1 äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà b1 ∈ R.

2. Îïåðàòîð F ∈ l(V ) ìîæåò áûòü âûáðàí ñèììåòðè÷åñêèì. Äåéñòâè-
òåëüíî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ a(v, u) = ((Fv, u) + (Fu, v))/2. Â ñèëó ëè-
íåéíîñòè ôóíêöèè a ïî îáîèì àðãóìåíòàì íàéäåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð
F̃ ∈ l(V ) äëÿ êîòîðîãî a(v, u) = (F̃ v, u). Â ñèëó òîãî, ÷òî a(v, u) = a(u, v)

ýòîò îïåðàòîð ñèììåòðè÷åí. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî (F̃ v, v) = (Fv, v) äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V .

Îïðåäåëåíèå 5.15. Ïóñòü (A, V ) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî è f : A →
R àôôèííî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ìíîæåñòâî òî÷åê

Q(f) = {B ∈ A | f(B) = 0}

íàçûâàåòñÿ êâàäðèêîé â A.
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Çàìå÷àíèÿ. 1. Ôèêñèðóåì òî÷êó O ∈ A è ïóñòü f(O) = c. Òî÷êà O + v
ïðèíàäëåæèò êâàäðèêå Q(f) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

(Fv, v) + 2(b, v) + c = 0. (2)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êâàäðèêè Q(f).
2. Ìîæåò ñëó÷èòñÿ òàê, ÷òî Q(f) = ∅. Ïðèìåð: F = I, c = 1. ßñíî,

÷òî íåò òàêîãî âåêòîðà v ∈ V äëÿ êîòîðîãî | v| 2 + 1 = 0.
3. Ïðèìåð íåïóñòîé êâàäðèêè: A ' Rn, F = I, c = −R2. Ýòî �

îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â O.
4. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ (n, r − r0) = 0 íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà

êàê êâàäðèêà: f(B) = (n,B − B0)
2 (çäåñü B0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà

ïðÿìîé).
Ïîñëåäíèé ñëó÷àé çàñëóæèâàåò îñîáîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.16. Êâàäðèêà â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A íàçûâàåòñÿ
ñèëüíî âûðîæäåííîé, åñëè îíà öåëèêîì ëåæèò â íåêîòîðîì àôôèííîì
ïîäïðîñòðàíñòâå B ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (dimB < dimA).

Îïðåäåëåíèå 5.17. Òî÷êà A ∈ A íàçûâàåòñÿ öåíòðîì êâàäðèêè Q(f),
åñëè âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé òî÷êîé B ∈ Q(f) êâàäðèêà ñîäåðæèò è òî÷êó
B + 2(A−B).

Êâàäðèêà, èìåþùàÿ õîòÿ áû îäèí öåíòð, íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé.

Ëåììà 5.18. Ïóñòü êâàäðèêà Q(f) çàäàíà óðàâíåíèåì (2). Åñëè âåêòîð
b ∈ V ïðèíàäëåæèò îáðàçó îïåðàòîðà F , òî êâàäðèêà Q(f) ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíîé. Îáðàòíî, åñëè êâàäðèêà Q(f) íå ñèëüíî âûðîæäåíà è öåí-
òðàëüíà, òî âåêòîð b ∈ V ïðèíàäëåæèò îáðàçó îïåðàòîðà F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü O + v∗ � öåíòð
êâàäðèêè Q(f) è òî÷êà O + v ëåæèò íà ïîñëåäíåé: f(O + v) = 0. Òîãäà
f(O + v + 2(O + v∗ −O − v)) = f(O + 2v∗ − v) = 0, ò.å.

0 = (F (2v∗ − v), (2v∗ − v)) + 2(b, 2v∗ − v) + c =

= 4(Fv∗, v∗)− 4(Fv∗, v) + (Fv, v) + 4(b, v∗)− 2(b, v) + c =

= 4
(
(Fv∗, v∗)− (Fv∗, v) + (b, v∗)− (b, v)

)
= 4(Fv∗ + b, v∗ − v).

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî (1).
Ïóñòü dim V = n. Òðåáîâàíèå íå ñèëüíîé âûðîæäåííîñòè ýêâèâàëåíò-

íî òîìó, ÷òî íà êâàäðèêå íàéäóòñÿ òî÷êè O + v0, . . . , O + vn äëÿ êîòîðûõ
âåêòîðà v1 − v0, . . . , vn − v0 îáðàçóþò áàçèñ â V .
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Ïî äîêàçàííîìó âûøå èìååò ìåñòî n+1 ðàâåíñòâî (Fv∗+b, v∗−vi) = 0,
i = 0, . . . , n. Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâî (Fv∗ + b, v∗ − v0) = 0 èç îñòàëüíûõ,
ïîëó÷èì n ðàâåíñòâ

(Fv∗ + b, v1 − v0) = 0, . . . , (Fv∗ + b, vn − v0) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèè âåêòîðà Fv∗ + b íà âñå âåêòîðà íåêîòîðîãî
áàçèñà � íóëåâûå. Çíà÷èò è Fv∗ + b = 0. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî b = F (−v∗).

Òåïåðü äîêàæåì ïðÿìîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü b ∈ im F , òîãäà íàéäåòñÿ
òàêîé âåêòîð v∗ ∈ V , äëÿ êîòîðîãî F (−v∗) = b. Ýëåìåíòàðíàÿ ïðîâåðêà
ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà O + v∗ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êâàäðèêè Q(f). ¤

Ëåììà 5.19. Ïóñòü Q(f) � êâàäðèêà â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå (A, V ).
Íàéäóòñÿ òàêàÿ òî÷êà O ∈ A è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ei}n

i=1 â
V ' Rn (n = 2, 3), ÷òî óðàâíåíèå êâàäðèêè èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Ïðè n = 2.
1. λ1(v, e1)

2 + λ2(v, e2)
2 + c = 0, ãäå |λ1|+ |λ2| 6= 0

2. λ2(v, e2)
2 + 2q(v, e1) = 0, ãäå |λ2| 6= 0, q 6= 0

Ïðè n = 3.
1. λ1(v, e1)

2 + λ2(v, e2)
2 + λ3(v, e3)

2 + c = 0, ãäå |λ1|+ |λ2|+ |λ3| 6= 0

2. λ1(v, e1)
2 + λ2(v, e2)

2 + 2q(v, e3) = 0, ãäå |λ1|+ |λ2| 6= 0, q 6= 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êâàäðèêà öåíòðàëüíà è ïîìå-
ñòèì òî÷êó O â öåíòð êâàäðèêè. Ïî îïðåäåëåíèþ öåíòðà ðàâåíñòâî

(Fv, v) + 2(b, v) + c = 0

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

(Fv, v)− 2(b, v) + c = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êâàäðèêè (2) èìååò âèä

(Fv, v) + c = 0.

Ïóñòü {ei}n
i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ îïåðàòîðà F ∈ l(V ) (òàêîé ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìàì 5.11, 5.13).
Â ýòîì áàçèñå óðàâíåíèå êâàäðèêè èìååò âèä

n∑
i=1

λi(v, ei)
2 + c = 0,
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ 1 â îáåèõ ðàçìåðíîñòÿõ.
[Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.Ëþáîé âåêòîð v ∈ V äîïóñêàåò åäèí-

ñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå v = v′ + v′′, ãäå v′ ∈ ker F , v′′ ∈ im F . Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò, ò.ê. ïî òåîðåìàì 5.11, 5.13 â
ïðîñòðàíñòâå V èìååòñÿ áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïå-
ðàòîðà F 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü v = u′+u′′ � äðóãîå ðàçëîæåíèå. Â
ñèëó òîãî, ÷òî u′ + u′′ = v′ + v′′ èìååì v′− u′ = u′′− v′′. Íî v′− u′ ∈ ker F ,
à u′′ − v′′ ∈ im F , îòêóäà ïî òåîðåìå 1.13 2 èìååì v′ − u′ = u′′ − v′′ = 0. ]

Ïðåäïîëîæèì, êâàäðèêà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (2) íå öåíòðàëüíà. Ïî
ëåììå 5.18 èìååì b 6∈ im F (îòðèöàíèå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû).
Ïóñòü b = b′ + b′′ � ðàçëîæåíèå âåêòîðà íà ÿäåðíóþ è îáðàçíóþ ñîñòàâ-
ëÿþùèå è v0 òàêîé âåêòîð, ÷òî Fv0 = −b′′. Â ñèëó òîãî, ÷òî b 6∈ im F
èìååì b′ 6= 0. Çàïèøåì óðàâíåíèå (2) èñïîëüçóÿ òî÷êó Ot = O + v0 + tb′ â
êà÷åñòâå öåíòðà: òî÷êà Ot+v ïðèíàäëåæèò êâàäðèêå Q(f) â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè

0 = f(Ot + v) = f(O + v0 + tb′ + v) =

= (F (v + tb′ + v0), v + tb′ + v0) + 2(b, v + tb′ + v0) + c =

= (Fv, v) + 2(F (tb′ + v0) + b, v) + (F (v0 + tb′), v0 + tb′) + 2(b, v0 + tb′) + c =

(Fv, v) + 2(b′, v) + f(Ot).

Çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî F (v0 + tb′) = −b′′.
Ìíîæåñòâî òî÷åê {Ot : t ∈ R} ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ïðÿìîé. Ïîêàæåì,

÷òî ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êâàäðèêîé Q(f). Äåéñòâèòåëüíî, èìååì
ðàâåíñòâî

f(Ot) = f(O + v0 + tb1) = (F (v0 + tb′), v0 + tb′) + 2(b, v0 + tb′) + c =

= (Fv0, v0) + 2(b, v0) + c + 2t(b, b′) = f(O0) + 2t| b′|2.
Ïóñòü

t∗ = −f(O0)

2| b′|2 .

ßñíî, ÷òî f(Ot∗) = 0, ïîýòîìó Ot∗ ∈ Q(f). Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå
êâàäðèêè Q(f) ïðè ïåðåíîñå íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó Ot∗ èìååò âèä

f(Ot∗ + v) = (Fv, v) + 2(b′, v) = 0, (3)
1âåêòîðà ñ íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïîðîæäàþò imF , òîãäà êàê âåê-

òîðà ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïîðîæäàþò kerF
2dim kerF + dim im F = dim V , ïîýòîìó im F ∩ kerF = {0}
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ãäå b′ ∈ ker F .
[n = 2]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.11 âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{e1, e2}, â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ, òàê, ÷òî Fe1 = 0, Fe2 = λ2e2 è b′ = qe1 (q, λ2 6= 0). Òàêèì îáðàçîì
óðàâíåíèå (3) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

λ2(v, e2)
2 + 2q(e1, v) = 0.

[n = 3]. Ïóñòü e3 ∈ V òàêîé åäèíè÷íûé âåêòîð, ÷òî b′ = qe3. ßñíî, ÷òî
e3 � åäèíè÷íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà F ñ íóëåâûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì. Ïî òåîðåìàì 5.13 ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ {ei}3

i=1, â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ3. Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå (3) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

λ1(v, e1)
2 + λ2(v, e2)

2 + 2q(e3, v) = 0.

¤

Òåîðåìà 5.20. Ïîëíûé ñïèñîê êâàäðèê ïðè n = 2.

1. Ýëëèïñ x2/a2 + y2/b2 = 1

2. Ãèïåðáîëà x2/a2 − y2/b2 = 1

3. Ïàðàáîëà y2 = 2px

4. Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ x2 = a2

5. Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ b2x2 = a2y2

6. Îäíà ïðÿìàÿ x2 = 0

7. Òî÷êà x2/a2 + y2/b2 = 0

8. Ïóñòîå ìíîæåñòâî a2x2 + b2y2 = −d2, d 6= 0

Òåîðåìà 5.21. Ïîëíûé ñïèñîê êâàäðèê ïðè n = 3.

1. Ýëëèïñîèä x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1

2. Îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä x2/a2 + y2/b2 − z2/c2 = 1

3. Äâóïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä x2/a2 − y2/b2 − z2/c2 = 1

3Åñëè dim kerF = 1, òî òåîðåìà 5.13 ïðèìåíÿåòñÿ íàïðÿìóþ. Åñëè dimkerF = 2,
òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå òðåòüåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìîæíî âûáðàòü e3.
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4. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä x2/a2 + y2/b2 = 2z

5. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä x2/a2 − y2/b2 = 2z

6. Êîíóñ x2/a2 + y2/b2 − z2/c2 = 0

7. Òî÷êà x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 0

8. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð (ï. 1 òåîðåìû 5.20)

9. Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð (ï. 2 òåîðåìû 5.20)

10. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð (ï. 3 òåîðåìû 5.20)

11. Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé (ï. 4 òåîðåìû 5.20)

12. Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé (ï. 5 òåîðåìû 5.20)

13. Ïëîñêîñòü (ï. 6 òåîðåìû 5.20)

14. Ïðÿìàÿ (ï. 7 òåîðåìû 5.20)

15. Ïóñòîå ìíîæåñòâî a2x2 + b2y2 + c2z2 = −d2, d 6= 0
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