
�6 Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êâàäðèê â R2 è R3

Ëåììà 6.1. Ïóñòü Q(f) � êâàäðèêà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

f(O + v) = (Fv, v) + 2(b, v) + c

è A + ut � ïðÿìàÿ â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A. Èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ àëüòåðíàòèâà.

1. Ïðÿìàÿ ñîäåðæèòñÿ â êâàäðèêå ((Fu, u) = 0, (Fu0 + b, u) = 0,
f(A) = 0).

2. Ïðÿìàÿ è êâàäðèêà èìåþò äâå îáùèå òî÷êè ((Fu, u) 6= 0 è (Fu0 +
b, u)2 > (Fu, u) · f(A)).

3. Ïðÿìàÿ è êâàäðèêà èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó ((Fu, u) 6= 0 è (Fu0+
b, u)2 = (Fu, u) · f(A) èëè (Fu, u) = 0, (Fu0 + b, u) 6= 0).

4. Ïðÿìàÿ è êâàäðèêà íå èìåþò îáùèõ òî÷åê ((Fu0+b, u)2 < (Fu, u)·
f(A) èëè (Fu, u) = 0, (Fu0 + b, u) = 0, f(A) 6= 0).

(Çäåñü u0 = A−O).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

f(A + vt) = f(O + u0 + tu) = (F (u0 + tu), u0 + tu) + 2t(b, u0 + tu) + c =

= t2(Fu, u) + 2t(Fu0 + b, u) + f(A).

¤

Åñëè ïðÿìàÿ A + ut ïåðåñåêàåò êâàäðèêó ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ B, C ∈
Q(f), òî îòðåçîê BC íàçûâàåòñÿ õîðäîé íàïðàâëåíèÿ u. ßñíî, ÷òî õîðäû
èìåþòñÿ òîëüêî ó íåïóñòûõ êâàäðèê, îòëè÷íûõ îò òî÷êè, ïðÿìîé è ïëîñ-
êîñòè (ò.å. íå ñîâïàäàþùèõ íè ñ êàêèì àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì).

Ëåììà 6.2. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí ïàðàëëåëüíûõ õîðä êâàä-
ðèêè â A ' Rn ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå
ðàçìåðíîñòè n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå, ïðÿìàÿ A+ut ñîäåð-
æèò õîðäó â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà (Fu0+b, u)2 > (Fu, u)·f(A)
è (Fu, u) 6= 0. Ïðè ýòîì ñåðåäèíîé õîðäû ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

ϕ(A) = A− (F (A−O) + b, u)

(Fu, u)
· u

(òåîðåìà Âèåòà).
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Îòîáðàæåíèå ϕ : A → A ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì:

d ϕ(v) = v − (Fv, u)

(Fu, u)
· u.

Òàêæå íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (d ϕ(v), Fu) = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ϕ(A1), ϕ(A2) � ñåðåäèíû äâóõ ðàçëè÷íûõ õîðä, òî

(ϕ(A2)− ϕ(A1), Fu) = (d ϕ(A2 − A1), Fu) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí ïàðàëëåëüíûõ õîðä ëå-
æèò âî ìíîæåñòâå

{B ∈ A : (B − ϕ(A1), Fu) = 0},

ãäå òî÷êà A1 ∈ A óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

f(A1) · (Fu, u) < (F (A1 −O) + b, u)2.

¤

Îïðåäåëåíèå 6.3. Â ñëó÷àå n = 2 ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ ñåðåäèíû ïàðàë-
ëåëüíûõ õîðä êâàäðèêè ñ íàïðàâëåíèåì u ∈ V íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì,
ñîïðÿæåííûì äàííîìó íàïðàâëåíèþ. Â ñëó÷àå n = 3 ïëîñêîñòü, ñîäåð-
æàùàÿ ñåðåäèíû ïàðàëëåëüíûõ õîðä êâàäðèêè ñ íàïðàâëåíèåì u ∈ V
íàçûâàåòñÿ äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ, ñîïðÿæåííîé äàííîìó íàïðàâ-
ëåíèþ. Ïðÿìàÿ, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ äâå äèàìåòðàëüíûå ïëîñêîñòè,
íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì êâàäðèêè.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð Fu 6= 0 ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëè äèàìåòðà
(äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòè), ñîïðÿæåííîãî íàïðàâëåíèþ u ∈ V .

Ëåììà 6.4. Àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî (r − r0, Fu) = 0 àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà A ' Rn (n = 2, 3) ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì (äèàìåòðàëüíîé
ïëîñêîñòüþ) êâàäðèêè, çàäàííîé óðàâíåíèåì

f(O + v) = (Fv, v) + 2(b, v) + c = 0,

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà Fr0 + b⊥u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ïðÿìîé äîëæíà íàéòèñü òî÷êà, äëÿ êîòîðîé
ϕ(r) = r ⇔ (Fr + b, u) = 0. Âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (Fr − Fr0, u) = 0
ïîëó÷èì íóæíîå óñëîâèå. ¤
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Ïðåäëîæåíèå 6.5. 1. Ïóñòü êâàäðèêà íà àôôèííîé ïëîñêîñòè èìååò
äâà íå ïàðàëëåëüíûõ äèàìåòðà. Òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äèàìåò-
ðîâ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êâàäðèêè.

2. Ïóñòü êâàäðèêà â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå èìååò äâà ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ äèàìåòðà. Òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äèàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì êâàäðèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êâàäðèêà çàäàíà óðàâíåíèåì
(2) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà (ïðè íåêîòîðîì âûáîðå òî÷êè O).

1. Ïóñòü ïðÿìûå (r − r0, Fu) = 0 è (r − r1, Fu′) = 0 ÿâëÿþòñÿ íå
ïàðàëëåëüíûìè äèàìåòðàìè êâàäðèêè Q(f). Ýòî çíà÷èò, ÷òî [Fu, Fu′] 6=
0, òî åñòü det F · [u, u′] = [Fu, Fu′] 6= 0, ïîýòîìó îïåðàòîð F îáðàòèì
(ïðåäëîæåíèå 5.6).

Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå èìååì (Fr0 + b, u) = 0 è (Fr1 + b, u′) = 0, ïî-
ýòîìó (r0 + F−1b, Fu) = 0 è (r1 + F−1b, Fu′) = 0. Òàêèì îáðàçîì òî÷êà
A = O − F−1b ëåæèò íà îáåèõ äèàìåòðàõ. Äàëåå: F (A − O) + b = 0,
ïîýòîìó òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êâàäðèêè (ñì. ôîðìóëó â êîíöå äî-
êàçàòåëüñòâà ëåììû 5.18).

2. Åñëè ó êâàäðèêè èìååòñÿ äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ äèàìåòðà, òî èìåþò-
ñÿ è òðè ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå äèàìåòðàëüíûõ ïëîñêîñòè. Ïóñòü
èõ óðàâíåíèÿ (r−r0, Fu) = 0, (r−r1, Fu′) = 0 è (r−r2, Fu′′) = 0. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî [Fu, Fu′, Fu′′] 6= 0, òî åñòü det F · [u, u′, u′′] = [Fu, Fu′, Fu′′] 6= 0,
ïîýòîìó îïåðàòîð F îáðàòèì (ïðåäëîæåíèå 5.6).

Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå èìååì




(Fr0 + b, u) = 0,
(Fr1 + b, u′) = 0,
(Fr2 + b, u′′) = 0,

ïîýòîìó (îïåðàòîð F ñèììåòðè÷åí è îáðàòèì)




(r0 + F−1b, Fu) = 0,
(r1 + F−1b, Fu′) = 0,
(r2 + F−1b, Fu′′) = 0.

Òàêèì îáðàçîì òî÷êà A = O − F−1b ëåæèò âî âñåõ òðåõ äèàìåòðàëüíûõ
ïëîñêîñòÿõ. Äàëåå: F (A−O)+ b = 0, ïîýòîìó òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì
êâàäðèêè (ñì. ôîðìóëó â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.18). ¤

Êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ ëèíåé÷àòîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íà êàê íåïóñòîå îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ.
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Ïðåäëîæåíèå 6.6. Èç íåöèëëèíäðè÷åñêèõ êâàäðèê â R3 ëèíåé÷àòû-
ìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä (ÎÃ), ãèïåðáîëè÷åñêèé
ïàðàáîëîèä (ÃÏ) è êîíóñ. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ÎÃ è ÃÏ ïðîõîäÿò ðîâíî
äâå ïðÿìûå, ëåæàùèå íà äàííîé êâàäðèêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåöèëëèíäðè÷åñêèå êâàäðèêè ýòî êâàäðèêè 1-7 è
15 òåîðåìû 5.21. Íåñëîæíûå ñîîáðàæåíèÿ óáåæäàþò, ÷òî êâàäðèêè 1, 3,
4, 7, 15 íå ìîãóò áûòü ëèíåé÷àòûìè.

Ïóñòü êâàäðèêà çàäàíà óðàâíåíèåì f(O+v) = (Fv, v)+2(b, v)+c = 0.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîé êâàäðèêå ñîäåðæàëàñü ïðÿìàÿ A+ut íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî (ï. 1 ëåììû 6.1), ÷òîáû èìåëè ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà





(Fu, u) = 0
(F (A−O) + b, u) = 0
f(A) = 0

.

Ïóñòü u0 = A−O, òîãäà




(Fu, u) = 0
(Fu0 + b, u) = 0
(Fu0, u0) + 2(b, u0) + c = 0

. (1)

Ðàññìîòðèì îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.21
íàéäåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò {O, e1, e2, e3} (áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí), â êî-
òîðîé ÎÃ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì1

f(O + xe1 + ye2 + ze3) =
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
− 1 = 0.

Ïóñòü A(x0, y0, z0) � òî÷êà íà ÎÃ è u = u1e1 +u2e2 +u3e3. Òàêèì îáðàçîì
ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (1) âûãëÿäèò òàê:

u2
1

a2
+

u2
2

b2
− u2

3

c2
= 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïëîñêîñòè OXY íå ìîæåò ëåæàòü
íà ÎÃ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u3 = c. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ðåøåíèÿ ïðåäûäó-
ùåãî ðàâåíñòâà ìîæíî âûðàçèòü êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà θ:

u1 = a · cos θ, u2 = b · sin θ, u3 = c.

1îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
(Fv, v) =

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2

äëÿ âåêòîðà v = xe1 + ye2 + ze3, à òàêæå, ÷òî b = 0, c = −1.
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Âòîðîå ðàâåíñòâî èç (1) âûãëÿäèò òàê2 :
u1x0

a2
+

u2y0

b2
− u3z0

c2
= 0.

Òàêèì îáðàçîì
x0 cos θ

a
+

y0 sin θ

b
− z0

c
= 0.

Òðåòüå ðàâåíñòâî èç (1) ãîâîðèò î òîì, ÷òî òî÷êà A(x0, y0, z0) ëåæèò
íà ÎÃ:

x2
0

a2
+

y2
0

b2
− z2

0

c2
= 1.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ z0/c èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà â äàííîå:

x2
0

a2
+

y2
0

b2
−

(
x0 cos θ

a
+

y0 sin θ

b

)2

= 1.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì. Òàêèì îáðà-
çîì ïàðàìåòð θ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé

x0 sin θ

a
− y0 cos θ

b
= ±1

x0 cos θ

a
+

y0 sin θ

b
=

z0

c
.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð θ ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ:

cos θ± =
(x0z0

ac
∓ y0

b

)
/

(
1 +

z2
0

c2

)

sin θ± =
(y0z0

bc
± x0

a

)
/

(
1 +

z2
0

c2

)
.

Òî åñòü ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó A(x0, y0, z0) íà ÎÃ ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûõ,
ëåæàùèõ íà ÎÃ. Íàïðàâëÿþùèå âåêòîðà ýòèõ ïðÿìûõ:

u+ = a cos θ+ · e1 + b sin θ+ · e2 + c · e3,

u− = a cos θ− · e1 + b sin θ− · e2 + c · e3.

2Äåéñòâèòåëüíî,

(Fu0, u) =
1

2

(
(F (u0 + u), u0 + u)− (Fu, u)− F (u0, u)

)
=

=
1

2

(
(x0 + u1)2

a2
+

(y0 + u2)2

b2
− (z0 + u3)2

c2
− u2

1

a2
− u2

2

b2
+

u2
3

c2
− x2

0

a2
− y2

0

b2
+

z2
0

c2

)
=

u1x0

a2
+

u2y0

b2
−u3z0

c2
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Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.21
íàéäåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò {O, e1, e2, e3} (áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí), â êî-
òîðîé ÃÏ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì3

f(O + xe1 + ye2 + ze3) =
x2

a2
− y2

b2
− 2z = 0.

Ïóñòü A(x0, y0, z0) � òî÷êà íà ÃÏ è u = u1e1 +u2e2 +u3e3. Òàêèì îáðàçîì
ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (1) âûãëÿäèò òàê:

u2
1

a2
− u2

2

b2
= 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè OZ íå ìîæåò ëåæàòü íà ÃÏ
(ïî÷åìó?), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u1 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ðåøåíèÿ ïðåäû-
äóùåãî ðàâåíñòâà ìîæíî âûðàçèòü êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà λ:

u1 = a, u2 = ±b, u3 = λ.

Âòîðîå ðàâåíñòâî èç (1) âûãëÿäèò òàê4 :
u1x0

a2
− u2y0

b2
− u3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì
λ =

x0

a
− y0

b
.

Òî åñòü ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó A(x0, y0, z0) íà ÃÏ ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûõ,
ëåæàùèõ íà ÃÏ. Íàïðàâëÿþùèå âåêòîðà ýòèõ ïðÿìûõ:

u+ = a · e1 + b · e2 + λ · e3,

u− = a · e1 − b · e2 + λ · e3.

Êîíóñ. Ïóñòü A � òî÷êà íà êîíóñå. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç A è âåð-
øèíó êîíóñà (íà÷àëî êîîðäèíàò, åñëè êîíóñ çàäàí óðàâíåíèåì 6 òåîðåìû
5.21). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ ëåæèò íà êîíóñå. ¤

3îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
(Fv, v) =

x2

a2
− y2

b2

äëÿ âåêòîðà v = xe1 + ye2 + ze3, à òàêæå, ÷òî b = −e3, c = 0.
4Äåéñòâèòåëüíî,

(Fu0 + b, u) =
1

2

(
(F (u0 + u), u0 + u)− (Fu, u)− F (u0, u)

)
+ (b, u) =

=
1

2

(
(x0 + u1)2

a2
− (y0 + u2)2

b2
− u2

1

a2
+

u2
2

b2
− x2

0

a2
+

y2
0

b2

)
− u3 =

u1x0

a2
− u2y0

b2
− u3
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Ïóñòü êâàäðèêà Q(f) â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà óðàâíåíèåì
f(A + v) = (Fv, v) + 2(b, v) + c è B ∈ Q(f) � òî÷êà íà êâàäðèêå. Âåêòîð
nB = F (B−A) + b íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëè ê êâàäðèêå â òî÷êå B.

Óïðàæíåíèå. Âåêòîð íîðìàëè â òî÷êå B ðàâåí íóëþ â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè òî÷êà B ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè êâàäðèêè.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Ïóñòü òî÷êà B ëåæèò íà êâàäðèêå è nB 6= 0 � âåêòîð
íîðìàëè â äàííîì òî÷êå. Ïðÿìàÿ B + ut, ãäå u⊥nB, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé,
êàñàòåëüíîé ê êâàäðèêå â äàííîé òî÷êå5.

Ïðåäëîæåíèå 6.8. Ïðÿìàÿ, êàñàòåëüíàÿ ê êâàäðèêå, ëèáî èìååò ñ
êâàäðèêîé îäíó îáùóþ òî÷êó, ëèáî ëåæèò íà êâàäðèêå öåëèêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B + tu � êàñàòåëüíàÿ ê êâàäðèêå f(A + v) =
(Fv, v) + 2(b, v) + c = 0 â òî÷êå B. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(F (B − A) + b, u)2 = (nB, u)2 = 0 = (Fu, u) · f(B).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïðÿìîé B + tu è êâàäðèêè Q(f) èìåþò ìåñòî ñëó÷àè
1 è 3 ëåììû 6.1. ¤

Êëàññè÷åñêèå ñâîéñòâà êâàäðèê â R2

Ïðåäëîæåíèå 6.9 (Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî). Óðàâíåíèÿ ýëëèï-
ñà, ïàðàáîëû è ãèïåðáîëû ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó

x2 + y2 = (ex± p)2 e ≥ 0, p > 0.

×èñëî e íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì, à ÷èñëî p � ïàðàìåòðîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì óðàâíåíèå ãèïåðáîëû â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

x2

a2
− y2

b2
= 1, a ≥ b.

Ïóñòü x0 ∈ R � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ãèïåðáîëû â
ñëåäóþùåé ôîðìå:

y2 =
b2

a2
(x + x0 − x0)

2 − b2

(x + x0)
2 + y2 =

(
b2

a2
+ 1

)
(x + x0)

2 − 2
b2

a2
x0(x + x0) +

b2

a2
x2

0 − b2.

5Òàêèì îáðàçîì êàñàòåëüíàÿ ê êâàäðèêå â öåíòðå ñèììåòðèè íàìè íå îïðåäåëÿåò-
ñÿ.
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Ïîäáåðåì x0 òàê, ÷òîáû ñïðàâà îêàçàëñÿ ïîëíûé êâàäðàò:

b4

a4
x2

0 =

(
b2

a2
+ 1

)
·
(

b2

a2
x2

0 − b2

)

÷òî ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ ê âèäó

x2
0 =

(
a2

b2
+ 1

)
· (x2

0 − a2
) ⇒ x2

0 = a2 + b2.

Òàêèì îáðàçîì èñõîäíîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

(
x±

√
a2 + b2

)2

+ y2 =

(√
a2 + b2

a2

(
x±

√
a2 + b2

)
∓ b2

a

)2

.

Ïîëîæèì e =
√

a2 + b2/a è p = b2/a. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â
òî÷êå F1(−

√
a2 + b2, 0) óðàâíåíèå êâàäðèêè èìååò âèä

x2 + y2 =

(
ex +

b2

a

)2

.

Òî÷êà F1 íàçûâàåòñÿ (ëåâûì) ôîêóñîì. Ïðÿìàÿ x = −p/e (â íîâîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò) íàçûâàåòñÿ äèðåêòðèñîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ôîêóñó F1.

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå F2(
√

a2 + b2, 0) óðàâíåíèå
êâàäðèêè èìååò âèä

x2 + y2 =

(
ex− b2

a

)2

.

Òî÷êà F2 íàçûâàåòñÿ (ïðàâûì) ôîêóñîì. Ïðÿìàÿ x = p/e (â íîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò) íàçûâàåòñÿ äèðåêòðèñîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ôîêóñó F2. ¤

Ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â âèäå

|AF | = e · dF (A), (2)
ãäå F � ôîêóñ, à dF (A) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî äèðåêòðèñû, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ýòîìó ôîêóñó (ñì. ðèñ. 1-3). Çàìåòèì, ÷òî ýëëèïñ ðàñïîëîæåí
ìåæäó ñâîèìè äèðåêòðèñàìè, à âåòâè ãèïåðáîëû ðàñïîëîæåíû âíå ïî-
ëîñû ìåæäó äèðåêòðèñàìè. Ðàññòîÿíèå îò ôîêóñà äî ñîîòâåòñòâóþùåé
äèðåêòðèñû ðàâíî p/e.
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x=a/e

A

x=−a/e

A

2
FF

1

1
2

n
A

1

0
v

2

2−

u

u

uO

A

u
1− 0

v

0
v

Ðèñ. 1: Ýëëèïñ. Ôîêóñû: F1(−ae, 0), F2(ae, 0).

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè (è ó ãèïåðáîëû è ó ýëëèïñà) ðàâ-
íî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ÷èñëà 2p/e − |F1F2|. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî â
òî÷íîñòè 2a/e.

Ïðåäëîæåíèå 6.10 (Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî). 1. Ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî ôîêóñîâ ïîñòîÿííà.

2. Ãèïåðáîëà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ìîäóëü ðàç-
íîñòè ðàññòîÿíèé äî ôîêóñîâ ïîñòîÿíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � òî÷êà íà êâàäðèêå. Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó
(2) èìååì |AF1| ± |AF2| = e(|AA1| ± |AA2|) (ñì. ðèñ. 1, 2).

1. Â ñëó÷àå ýëëèïñà òî÷êà A íàõîäèòñÿ ìåæäó äèðåêòðèñàìè, ïîýòî-
ìó |AA1| + |AA2| åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè. Òàêèì îáðàçîì
|AF1|+ |AF2| = 2a.

2. Â ñëó÷àå ãèïåðáîëû òî÷êà A íàõîäèòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò äèðåê-
òðèñ, ïîýòîìó | |AA1|−|AA2| | òàêæå ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó äèðåêòðè-
ñàìè. Òàêèì îáðàçîì | |AF1| − |AF2| | = 2a. ¤

Ïðåäëîæåíèå 6.11 (Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî). 1. Ðàññìîòðèì êàñà-
òåëüíóþ ê ãèïåðáîëå (ýëëèïñó) â òî÷êå A. Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
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x=a/ex=−a/e

O

A A
2

A
1

F
1

F
2

Ðèñ. 2: Ãèïåðáîëà. Ôîêóñû: F1(−ae, 0), F2(ae, 0).

ôîêóñû è òî÷êó A, ïåðåñåêàþòñÿ ñ äàííîé êàñàòåëüíîé ïîä ðàâíûìè
îñòðûìè óãëàìè.

2. Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíóþ ê ïàðàáîëå â òî÷êå A. Ïðÿìàÿ, ñîåäè-
íÿþùàÿ ôîêóñ ñ òî÷êîé A è äèàìåòð, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòó òî÷êó,
ïåðåñåêàþòñÿ ñ äàííîé êàñàòåëüíîé ïîä ðàâíûìè îñòðûìè óãëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè êâàäðèêà çàäàíà óðàâíåíèåì f(O + v) =
(Fv, v)− 1 = 0 è A = O + v0 � òî÷êà íà êâàäðèêå, òî íîðìàëüíûé âåêòîð
â ýòîé òî÷êå åñòü nA = Fv0, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé â ýòîé
òî÷êå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå JFv0. Ïóñòü ui = Fi−O � âåêòîð,
íàïðàâëåííûé èç òî÷êè O â i-ûé ôîêóñ (i = 1, 2). Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé ýòîò ôîêóñ ñ òî÷êîé A, ìîæåò áûòü çàïèñàí â
âèäå ui − v0. Òàêèì îáðàçîì ñèíóñ óãëà ìåæäó êàñàòåëüíîé è ïðÿìîé,
ïðîâåäåííîé ÷åðåç ôîêóñ, ðàâåí

sin ϕi =
[ui − v0, JFv0]

|ui − v0| · |Fv0 | =
(ui − v0, Fv0)

|AFi| · |Fv0 | =
(ui, Fv0)− 1

e · |AAi| · |Fv0 | .
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Íî (ui, Fv0) = (Fui, v0) = (ui, v0)/a
2 = 6 = ±ea(a/e − |AAi|)/a2 = ±(1 −

e|AAi|/a). Òàêèì îáðàçîì

sin ϕ1 = ± sin ϕ2 =
1

a · |Fv0| .

2. Åñëè ïàðàáîëà çàäàíà óðàâíåíèåì f(O +v) = (Fv, v)−2p(e1, v) = 0
è A = O + v0 � òî÷êà íà ïàðàáîëå, òî íîðìàëüíûé âåêòîð â ýòîé òî÷êå
åñòü nA = Fv0 − pe1, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå J(Fv0 − pe1). Ïóñòü u0 = p/2 · e1 �
âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç òî÷êè O â ôîêóñ ïàðàáîëû. Íàïðàâëÿþùèé
âåêòîð ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé ýòîò ôîêóñ ñ òî÷êîé A, ìîæåò áûòü çàïèñàí
â âèäå u0 − v0.

sin ϕ =
[u0 − v0, J(Fv0 − pe1)]

|u0 − v0| · |Fv0 − pe1 | =
(u0 − v0, Fv0 − pe1)

|AA′| · |Fv0 − pe1 | =
−p2/2− p · (e1, v0)

|AA′| · |Fv0 − pe1 | .

Íî |AA′| = p/2 + (e1, v0), ïîýòîìó

sin ϕ =
−p2/2− p · (e1, v0)

(p/2 + (e1, v0)) · |Fv0 − pe1 | = − p

|Fv0 − pe1 | .

Ýòî â òî÷íîñòè ñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè Fv0 − pe1 è e1. ¤

Òåîðåìà 6.12. Ïóñòü êâàäðèêà Q(f) â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A, V
íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûðîæäåííîé (îïðåäåëåíèå 5.16) è Q(f) = Q(g) äëÿ
íåêîòîðîé àôôèííî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè g. Òîãäà f = ag äëÿ íåêîòî-
ðîãî ÷èñëà a ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. 7 Åñëè êâàäðèêà íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûðîæäåííîé,
òî íà íåé íàéäóòñÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè A1, A2 ∈ Q(f) äëÿ êîòîðûõ ïðÿ-
ìàÿ A1 +t(A2−A1) íå ñîäåðæèòñÿ â äàííîé êâàäðèêå (èìååò ñ êâàäðèêîé
ðîâíî äâå îáùèå òî÷êè � ï. 2 ëåììû 6.1). Ïóñòü v0 = A2 − A1 è

f(A1 + v) = (Fv, v) + 2(b, v) = 0, g (A1 + v) = (Gv, v) + 2(d, v) = 0

óðàâíåíèÿ äàííîé êâàäðèêè. Â ñèëó òîãî, ÷òî f(A2) = g (A2) = 0, èìååì
(Fv0, v0) + 2(b, v0) = 0 è (Gv0, v0) + 2(d, v0) = 0.

6Ïðîäóìàéòå ýòî ðàâåíñòâî
7ïîñòàðàéòåñü ïðèäóìàòü ñâîå äîêàçàòåëüñòâî
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O

A’

x=−p/2

F
0

A

u

v
u

0

0

0 − 0v

nA

Ðèñ. 3: Ïàðàáîëà. Ôîêóñ F0(p/2, 0).

Ðàññìîòðèì àôôèííî-êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

ϕ(A) = g (A∗)f(A)− f(A∗)g (A),

ãäå A∗ = A1+ 1
2
v0 � ñåðåäèíà îòðåçêà A1A2. Åñëè ϕ ≡ 0, òî äàëåå äîêàçû-

âàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì ϕ 6≡ 0. Òîãäà Q(f) � êâàäðèêà è Q(f) ⊂ Q(ϕ).
Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(A) = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè ïðÿìîé A1 + tv0:

ϕ(A1 + tv0) = g

(
A1 +

1

2
v0

)
f(A1 + tv0)− f

(
A1 +

1

2
v0

)
g (A1 + tv0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì êâàäðèêà Q(ϕ) ñîäåðæèò íå ñèëüíî âûðîæäåííóþ êâàä-
ðèêó Q(f) è íå ïðèíàäëåæàùóþ åé ïðÿìóþ. ×åãî íå ìîæåò áûòü (ñì.
êëàññèôèêàöèþ êâàäðèê). ¤
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