
Ãëàâà IV. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïóñòü k � ïîëå. Àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíè-
åì íàä k ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

f(x1, . . . , xn) = 0,

ãäå f(x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí èç k[x1, . . . , xn]. Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè çíàê
ðàâåíñòâà íå èìååò îáû÷íîãî ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà: îí íå îçíà÷àåò, ÷òî ñëåâà
è ñïðàâà îò íåãî ñòîèò îäèí è òîò æå ìíîãî÷ëåí. Íàáîð èç íåñêîëüêèõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì ñ îäíèìè è òåìè æå íåèçâåñòíûìè
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïî-
ëÿ k; ðåøåíèåì ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

f1 (x1, . . . , xn) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

fm (x1, . . . , xn) = 0.

íàçûâàåòñÿ íàáîð (a1, . . . , an) ýëåìåíòîâ èç ïîëÿ k, òàêèõ ÷òî
f1 (a1, . . . , an) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

fm (a1, . . . , an) = 0.

Çäåñü çíàêè ðàâåíñòâà óæå èìåþò îáû÷íûé ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë: äëÿ ëþáî-
ãî i çíà÷åíèå fi(a1, . . . , an) ìíîãî÷ëåíà fm(x1, . . . , xn) ïðèíàäëåæèò ïîëþ k, è
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòîò ýëåìåíò ïîëÿ k ðàâíÿëñÿ 0.

Äâå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì ñ îäíèìè è
òåìè æå íåèçâåñòíûìè íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè âñÿêîå ðåøåíèå ïåðâîé
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòîðîé ñèñòåìû, à âñÿêîå ðåøåíèå âòîðîé ñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîé ñèñòåìû. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò äîñòàòî÷íûé
ïðèçíàê ðàâíîñèëüíîñòè äâóõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü

f1 (x1, . . . , xn) = 0, g1 (x1, . . . , xn) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

fm (x1, . . . , xn) = 0, gp (x1, . . . , xn) = 0

äâå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì k. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ≥ 1, ÷òî N -å ñòåïåíè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fm ïðè-
íàäëåæàò èäåàëó êîëüöà k[x1, . . . , xn], ïîðîæäåííîìó ìíîãî÷ëåíàìè g1, . . . , gp, è
íàîáîðîò, N -å ñòåïåíè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ g1, . . . , gp ïðèíàäëåæàò èäåàëó êîëüöà
k[x1, . . . , xn], ïîðîæäåííîìó ìíîãî÷ëåíàìè f1, . . . , fm, òî ýòè ñèñòåìû ðàâíî-
ñèëüíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a1, . . . , an) � ðåøåíèå âòîðîé ñèñòåìû. Äëÿ ëþáîãî i,
1 ≤ i ≤ m, ìíîãî÷ëåí fN

i ïðèíàäëåæèò èäåàëó, ïîðîæäåííîìó g1, . . . , gp; ïîýòîìó
ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû h1, . . . , hp ∈ k[x1, . . . , xn], ÷òî
(fi(x1, . . . , xn))N = h1(x1, . . . , xn)g1(x1, . . . , xn) + . . . hp(x1, . . . , xn)gp(x1, . . . , xn).

Òîãäà
(fi(a1, . . . , an))N = h1(a1, . . . , an)g1(a1, . . . , an) + . . . hp(a1, . . . , an)gp(a1, . . . , an) =

= h1(a1, . . . , an) · 0 + . . . hp(a1, . . . , an) · 0 = 0,

1



îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî fi(a1, . . . , an) = 0. Òàêèì îáðàçîì, (a1, . . . , an) óäîâëåòâîðÿåò
âñåì óðàâíåíèÿì ïåðâîé ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå
ïåðâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì âòîðîé ñèñòåìû.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî ýòî äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ðàâíîñèëüíîñòè äâóõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ è íåîáõî-
äèìûì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, èçâåñòíîãî êàê "Òåîðåìà Ãèëü-
áåðòà î íóëÿõ", ãîðàçäî ñëîæíåå.

Ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàä ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà-
çûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå îäíîãî èç äâóõ òèïîâ:

(1) çàìåíà îäíîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû fi(x1, . . . , xn) = 0 íà óðàâíåíèå
afi(x1, . . . , xn) = 0, ãäå a ∈ k, a 6= 0;

(2) çàìåíà îäíîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû fi(x1, . . . , xn) = 0 íà óðàâíåíèå
fi(x1, . . . , xn) + h(x1, . . . , xn)fj(x1, . . . , xn) = 0, ãäå fj(x1, . . . , xn) = 0 � äðóãîå
(íå òî æå ñàìîå!) óðàâíåíèå ñèñòåìû, à h(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn].

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåíÿþò ñèñòåìó íà ðàâíîñèëüíóþ
åé ñèñòåìó.

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ïîëíîé ñòåïåíè íå áîëüøå 1, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó âñÿêèé ìíîãî÷ëåí èç k[x1, . . . , xn] ïîëíîé ñòåïåíè íå áîëü-
øå 1 èìååò âèä a1x1 + · · ·+ anxn − b, ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì
k ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû

a11 x1 + · · ·+ a1nxn−b1 = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + · · ·+ amnxn−bm = 0,

ãäå aij , bi � ëþáûå ýëåìåíòû èç k. Îáû÷íî ÷ëåíû íóëåâîé ñòåïåíè, êîòîðûå íàçû-
âàþòñÿ ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïåðåíîñÿòñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü,
òàê ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèîáðåòàåò âèä

a11 x1 + · · ·+ a1nxn =b1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + · · ·+ amnxn =bm.

Ñ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñâÿçàíû äâå ìàòðèöû:

A =




a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn


 , B =




a11 . . . a1n b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn bm


 .

Ïåðâàÿ èç íèõ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, èëè, êîðî÷å, ìàò-
ðèöåé ñèñòåìû, à âòîðàÿ, ïîëó÷åííàÿ èç ïåðâîé ïðèïèñûâàíèåì ñòîëáöà ñâîáîä-
íûõ ÷ëåíîâ � ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû.

Ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ñèñòåìû åå ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

A




x1

...
xn


 =




b1

...
bm


 .



Ðåøåíèÿ ñèñòåìû óäîáíî çàïèñûâàòü íå â âèäå ñòðî÷êè, êàê ìû äåëàëè âûøå,
à â âèäå ñòîëáöà: ñòîëáåö (a1, . . . , an)T ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âûøåïðèâåäåííîé ñè-
ñòåìû, åñëè

A




a1

...
an


 =




b1

...
bm


 .

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îáðàòèìûìè ìàòðèöàìè. Êàæäîå ëèíåéíîå
óðàâíåíèå íàêëàäûâàåò íà íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû x1, . . . , xn íåêîòîðîå îãðàíè-
÷åíèå; åñëè èìååòñÿ n òàêèõ îãðàíè÷åíèé è îíè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, òî ìû
âïðàâå ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî ñìîæåì îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ âñåõ
íåèçâåñòíûõ. Â øêîëüíîì êóðñå, êàê ïðàâèëî, ìû ñòàëêèâàåìñÿ èìåííî ñ òàêèìè
ñèñòåìàìè. Áîëåå òî÷íî âûñêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ çâó÷àò òàê.
Òåîðåìà Êðàìåðà. Ïóñòü

a11 x1 + · · ·+ a1nxn =b1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 x1 + · · ·+annxn =bn

� ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, è ïóñòü A � ìàòðèöà
ýòîé ñèñòåìû. Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå 


a1

...
an


 = A−1




b1

...
bn


 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ñòîëáåö, óêàçàííûé â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, äåéñòâèòåëüíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû. Íî ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç àññîöèàòèâ-
íîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö:

A




a1

...
an


 = A

(
A−1




b1

...
bn




)
= (AA−1)




b1

...
bn


 = E




b1

...
bn


 =




b1

...
bn


 .

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü ñòîëáåö (a1, . . . , an)T �
ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íàøåé ñèñòåìû; òîãäà




a1

...
an


 = E




a1

...
an


 = (A−1A)




a1

...
an


 = A−1

(
A




a1

...
an




)
= A−1




b1

...
bn


 ,

ò.å. ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ òåì, êîòîðîå óêàçàíî â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû.

Ìåòîä Ãàóññà äëÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðåøå-
íèå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðåîáðà-
çîâàíèåì ýòîé ñèñòåìû â òàêóþ ðàâíîñèëüíóþ åé ñèñòåìó, äëÿ êîòîðîé îïèñà-
íèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé î÷åâèäíî. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Íå âñåãäà ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä
ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò îïÿòü ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé: â
îïðåäåëåíèè, äàííîì âûøå, ðàçðåøàëîñü ê óðàâíåíèþ ïðèáàâëÿòü äðóãîå óðàâ-
íåíèå, óìíîæåííîå íà ëþáîé ìíîãî÷ëåí. Íî äîñòàòî÷íî è òåõ èç ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ëèíåéíîñòü ñèñòåìû:

(1) óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé îäíîãî èç óðàâíåíèé íà ýëåìåíò a 6= 0 èç ïîëÿ k;



(2) ïðèáàâëåíèå ê îáåèì ÷àñòÿì îäíîãî èç óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòåé
äðóãîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæåííûõ íà ýëåìåíò a ∈ k.

Äîáàâèì ñþäà åùå îäíî ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå íå ìåíÿåò ñàìó ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, íî ìåíÿåò ìàòðèöó è ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû, êîòîðûå çàâèñÿò îò
òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå çàïèñàíû óðàâíåíèÿ:

(3) ïåðåìåíà ìåñòàìè äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâî-

äÿùèå ñèñòåìó

A




x1

...
xn


 =




b1

...
bm




â ñèñòåìó

DA




x1

...
xn


 = D




b1

...
bm


 ,

ãäå D � ïðîèçâîëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà. Îòñþäà ñðàçó âèäíî, ÷òî ïðè ýëå-
ìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè íàä ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé åå ìàòðèöà è åå
ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ïðåòåðïåâàþò ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêà-
ìè, îïèñûâàåìûå òåìè æå ñàìûìè ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè. Íî ìû çíàåì, ÷òî
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòðîêàìè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû
åå ìîæíî ñäåëàòü ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöåé. Ïîýòîìó ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé (êîòîðûå, íàïîìíèì, íå ìåíÿþò ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû)
ëþáóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ñâåñòè ê ðàâíîñèëüíîé åé ñèñòåìå
âèäà

xj1 + a′1,j1+1xj1+1 + . . . + 0·xj2+ . . . + 0·xjr + . . . + a′1n xn = b′1,

xj2+ . . . + 0·xjr + . . . + a′2n xn = b′2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xjr + . . . + a′rn xn = b′r,

0 = 0,

· · · · · ·
0 = 0

(çäåñü 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n), èëè æå âèäà
xj1 + a′1,j1+1xj1+1 + . . . + 0·xj2+ . . . + 0·xjr + . . . + a′1n xn = 0,

xj2+ . . . + 0·xjr + . . . + a′2n xn = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xjr + . . . + a′rn xn = 0,

0 = 1,

· · · · · ·
0 = 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, òàê êàê íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà 0 íå îêàæåòñÿ ðàâíûì 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå,
íàîáîðîò, ðåøåíèÿ åñòü; áîëåå òîãî, âñåì íåèçâåñòíûì xj , êðîìå xj1 , xj2 , . . . xjr ,
ìîæíî ïðèäàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ αj ∈ k, è òîãäà çíà÷åíèÿ αjs íåèçâåñòíûõ
xjs îïðåäåëÿòñÿ èç ñèñòåìû óæå îäíîçíà÷íî:

αjs = b′s −
∑

j>js
j 6=js+1,...,jr

a′sjαj .



Åñëè r = n, òî "ñâîáîäíûõ" íåèçâåñòíûõ íå áóäåò, è ó ñèñòåìû áóäåò ëèøü îäíî
ðåøåíèå.

Èòàê, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæåò âîîáùå íå èìåòü ðåøåíèé, èëè
èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (êàê â ñëó÷àå, îïèñûâàåìîì òåîðåìîé Êðàìåðà),
èëè èìåòü ìíîãî ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò n − r ïàðàìåòðîâ, ïðèíèìàþùèõ ïðî-
èçâîëüíûå çíà÷åíèÿ (çäåñü n � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, à r � ÷èñëî íåíóëåâûõ óðàâ-
íåíèé ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìû, ðàâíîñèëüíîé èñõîäíîé ñèñòåìå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ðàçîáðàòüñÿ â òîì, îò ÷åãî çàâèñèò õàðàêòåð ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû, íàì
ïðèäåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûìè îñíîâîïîëàãàþùèìè ôàêòàìè ëèíåéíîé
àëãåáðû, èçëîæåíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ïàðàãðàôû.

2. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü k � ïîëå, à V � ìíîæåñòâî, íà
êîòîðîì îïðåäåëåíî ñëîæåíèå, à òàêæå óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû èç ïîëÿ k. Òà-
êèì îáðàçîì, êàæäûì ýëåìåíòàì u, v ∈ V ñîïîñòàâëÿåòñÿ èõ ñóììà u + v ∈ V , à
êàæäûì ýëåìåíòàì v ∈ V , a ∈ k � ïðîèçâåäåíèå av ∈ V . Ìíîæåñòâî V íàçûâà-
åòñÿ âåêòîðíûì (èëè ëèíåéíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì k, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) u + (v + w) = (u + v) + w äëÿ ëþáûõ u, v, w ∈ V ;
(2) u + v = v + u äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ;
(3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò θ ∈ V , ÷òî v + θ = v äëÿ ëþáîãî v ∈ V ;
(4) äëÿ âñÿêîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −v ∈ V , ÷òî v + (−v) = θ;
(5) a(u + v) = au + av äëÿ ëþáûõ a ∈ k, u, v ∈ V ;
(6) (a + b)v = av + bv äëÿ ëþáûõ a, b ∈ k, v ∈ V ;
(7) (ab)v = a(bv) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ k, v ∈ V ;
(8) 1 · v = v äëÿ ëþáîãî v ∈ V (çäåñü 1 îçíà÷àåò åäèíèöó ïîëÿ k).

Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè. Ïåðâûå 4 ñâîéñòâà
ïîêàçûâàþò, ÷òî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ àáå-
ëåâîé ãðóïïîé. Âåêòîð θ èç àêñèîìû 3 íàçûâàåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì, à âåêòîð
−v èç àêñèîìû 4 � ïðîòèâîïîëîæíûì ê v âåêòîðîì. Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî âî
âñÿêîé àáåëåâîé ãðóïïå íóëåâîé è ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíòû îïðåäåëåíû îä-
íîçíà÷íî; ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâà òðèâèàëüíû è íå çàíèìàþò ìíîãî ìåñòà, è
ïîñêîëüêó ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü åùå äâà ñòîëü æå òðèâèàëüíûõ óòâåð-
æäåíèÿ (î ïåðâîì èç íèõ ìû óæå ãîâîðèëè), ïðèâåäåì çäåñü ýòè äîêàçàòåëüñòâà.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k.

(1) Åñëè θ, θ1 � òàêèå âåêòîðû èç V , ÷òî v + θ = v + θ1 = v äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà v ∈ V , òî θ = θ1.

(2) Åñëè u1, u2, v ∈ V òàêîâû, ÷òî u1 + v = u2 + v = θ, òî u1 = u2.
(3) aθ = θ äëÿ ëþáîãî a ∈ k.
(4) 0 · v = θ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V .
(5) (−1) · v = −v äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Âçÿâ â êà÷åñòâå v ñíà÷àëà âåêòîð θ, à çàòåì âåêòîð θ1,
ïîëó÷èì: θ = θ + θ1, θ1 = θ1 + θ, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî θ = θ1.

(2) u1 = u1 + θ = u1 + (v + u2) = (u1 + v) + u2 = θ + u2 = u2.
(3) Ïîëüçóÿñü äèñòðèáóòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ ïî âåêòîðíîìó ñîìíîæèòåëþ

(àêñèîìà 5), ïîëó÷àåì:
aθ = aθ+θ = aθ+(aθ+(−aθ)) = (aθ+aθ)+(−aθ) = a(θ+θ)+(−aθ) = aθ+(−aθ) = θ.

(4) Ïîëüçóÿñü àêñèîìîé 6, ïîëó÷àåì:

0 · v = 0 · v + θ = 0 · v + (0 · v + (−0 · v)) = (0 · v + 0 · v) + (−0 · v) =

= (0 + 0)v + (−0 · v) = 0 · v + (−0 · v) = θ.



(5) Ïî àêñèîìàì (8) è (6) è ïî óæå äîêàçàííîìó ñâîéñòâó (4), èìååì:

(−1)v = (−1)v + θ = (−1)v + (v + (−v)) = ((−1)v + 1 · v) + (−v) =

= (−1 + 1)v + (−v) = 0 · v + (−v) = θ + (−v) = −v.

Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïî÷òè, âñå ÷òî èçó÷àåòñÿ â ìàòåìàòèêå, ïðî-
èñõîäèò â ðàçëè÷íûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðèâåäåì ëèøü íåñêîëüêî ïðè-
ìåðîâ.

1. Èçó÷àþùèåñÿ â ãåîìåòðèè âåêòîðû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå ñîñòàâ-
ëÿþò âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R. Ìû áóäåì íà-
çûâàòü èõ "ãåîìåòðè÷åñêèìè" âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

2. Â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R îïðåäåëåíî ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ðàöè-
îíàëüíûå ÷èñëà; èç àêñèîì ïîëÿ, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî â R âûïîëíÿþòñÿ
âñå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïî-
ëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, ëþáîå ïîëå è äàæå òåëî
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ñîäåðæàùèìñÿ â íåì
ïîëåì. Íàïðèìåð, ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C è òåëî êâàòåðíèîíîâ H ÿâëÿþòñÿ
âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä êàæäûì èç ïîëåé Q, R, C.

3. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèé � âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä R.

4. Ïóñòü k � ïîëå; òîãäà êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[x] � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì k.

5. Ïóñòü k � ïîëå, à m, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà; òîãäà ìíîæåñòâî km×n âñåõ
ìàòðèö ñ êîìïîíåíòàìè èç k ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì k
(è ïåðâûå 8 ñâîéñòâ äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà).

Èç ïðîñòðàíñòâ km×n îñîáåííî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ km×1;
îíî íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè m è
îáîçíà÷àåòñÿ km. Ñëîâà "ðàçìåðíîñòè m" çäåñü íå èìåþò íèêàêîãî ñîäåðæàòåëü-
íîãî ñìûñëà (ïî êðàéíåé ìåðå, ïîêà), è èõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòü î÷åíü
äëèííîãî èìåíè ïðîñòðàíñòâà km. Â äàëüíåéøåì, êîãäà ìû äàäèì îïðåäåëåíèå
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ìû äîêàæåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü "àðèôìåòè÷åñêîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè m" ðàâíà m.

Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ u1, . . . , un ∈ V ñ êîýôôèöèåíòàìè α1, . . . , αn ∈ k íàçû-
âàåòñÿ âåêòîð α1u1 + . . .+αnun ∈ V . Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
ïóñòîãî íàáîðà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé âåêòîð. Òàêîå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåí-
íî, ïîòîìó ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ n âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n ñëàãàåìûõ,
òàê ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïóñòîãî íàáîðà äîëæíà áûòü ñóììîé 0 ñëàãàåìûõ,
à òàêóþ ñóììó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íóëåâûì âåêòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîé
âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ èç ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà
âåêòîðîâ.

Íàì ÷àñòî áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðîñòûì óòâåðæäåíèåì, êî-
òîðîå ìîæíî áûëî áû íàçâàòü "òðàíçèòèâíîñòüþ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé".

Ëåììà 1. Ïóñòü v1, . . . , vm � êàêèå-òî âåêòîðû èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
V , è ïóñòü u1, . . . , un � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç S (íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûå). Òîãäà âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ u1, . . . , un ÿâëÿåòñÿ è
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = α1u1 + . . . + αnun, ãäå α1, . . . , αn ∈ k. Êàæäûé èç
âåêòîðîâ ui, 1 ≤ i ≤ n, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vm è
ïîòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ui = βi1v1 + . . . + βimvm, ãäå βij ∈ k äëÿ âñåõ j,



1 ≤ j ≤ m. Ïîýòîìó âåêòîð

v =
n∑

i=1

αi

m∑

j=1

βijvj =
m∑

j=1

( n∑

i=1

αiβij

)
vj

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ v1, . . . , vm.

Ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä ïîëåì k. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî U ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì V , åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u, u′ ∈ U è äëÿ ëþáîãî α ∈ k âåêòîðû
u + u′, αu ïðèíàäëåæàò U . Åñëè u � ëþáîé ýëåìåíò èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà U ,
òî âåêòîðû θ = 0 ·u, −u = (−1)u ïðèíàäëåæèò U . Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð θ è âìåñòå ñ êàæäûì âåêòîðîì u ñîäåðæèò
òàêæå è ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð −u.

Ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ïðîñòðàíñòâà V ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íàä
ïîëåì k. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ èç U è ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà
èç U íà ýëåìåíò α ∈ k ìû ñíîâà ïîëó÷àåì âåêòîðû èç U . Ìû óæå îòìåòèëè, ÷òî â
U âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû 3 è 4 îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà; îñòàëüíûå
àêñèîìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàâåíñòâà, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ âî âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå V , è òåì áîëåå â åãî ÷àñòè U .

×àñòî áûâàåò ïîëåçíî íåìíîãî îñëàáèòü èëè, íàîáîðîò, óñèëèòü òðåáîâàíèÿ,
îïðåäåëÿþùèå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, è ïóñòü U
� åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

(1) U � ïîäïðîñòðàíñòâî V .
(2) Äëÿ ëþáûõ u, u′ ∈ U è ëþáîãî α ∈ k âåêòîð αu + u′ ïðèíàäëåæèò U .
(3) Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ èç U ïðèíàäëåæèò U .

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (3). Åñëè U � ïîäïðîñòðàíñòâî V , òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ
u1, . . . , un ∈ U è ëþáûõ α1, . . . , αn ∈ k âåêòîðû α1u1, . . . , αnun ïðèíàäëåæàò U , à
òîãäà è èõ ñóììà α1u1 + . . . + αnun ïðèíàäëåæèò U .

(3) ⇒ (2). Åñëè ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ èç U ïðèíàäëåæèò U ,
òî, â ÷àñòíîñòè, è ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ αu + u′ = αu + 1 · u′ âåêòîðîâ u, u′ ∈ U
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U .

(2) ⇒ (1). Ïóñòü u ∈ U ; òîãäà ïî (2) ýëåìåíò θ = (−1)u + u ïðèíàäëåæèò U .
Äàëåå, îïÿòü ïî (2) ýëåìåíò αu = αu + θ ïðèíàäëåæèò U . Íàêîíåö, ïîëàãàÿ â
(2) α = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî u + u′ = 1 · u + u′ ïðèíàäëåæèò U äëÿ ëþáûõ u, u′ ∈ U .
Èòàê, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2), òî U � ïîäïðîñòðàíñòâî V .

Ïóñòü u1, . . . , un � ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì k; èõ ëè-
íåéíîé îáîëî÷êîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ
èç S. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ u1, . . . , un ∈ V ÷åðåç
〈u1, . . . , un〉. Â ÷àñòíîñòè, 〈∅〉 = {θ}. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ n âåê-
òîð ui = 1 · ui ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ u1, . . . , un è ïîòîìó
ui ∈ 〈u1, . . . , un〉.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ëþáûõ âåêòîðîâ u1, . . . , un èç âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u, u′ ∈ 〈u1, . . . , un〉, α ∈ k; òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
αu+u′ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé u, u′ âåêòîðîâ u1, . . . , un ñàìà ÿâëÿåòñÿ, ïî òðàíçè-
òèâíîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ u1, . . . , un è ïî-
òîìó ïðèíàäëåæèò 〈u1, . . . , un〉. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈u1, . . . , un〉
� ïîäïðîñòðàíñòâî V .



Ìû ãîâîðèì, ÷òî âåêòîðû u1, . . . , un ïîðîæäàþò V , åñëè 〈u1, . . . , un〉 = V . Îò-
ìåòèì, ÷òî åñëè ê ñåìåéñòâó âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ V , äîáàâèòü åùå íåñêîëüêî
âåêòîðîâ, òî ýòî ðàñøèðåííîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ òîæå áóäåò ïîðîæäàòü V . Åñ-
ëè â ïðîñòðàíñòâå V íàéäåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ, êîòîðûé ïîðîæäàåò ýòî
ïðîñòðàíñòâî, òî ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì. Â ÷àñòíî-
ñòè, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈v1, . . . , vm〉 ëþáûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vm ∈ V ïîðîæäàåòñÿ
ýòèìè âåêòîðàìè è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì ïðîñòðàíñòâîì (õîòÿ
ñàìî ïðîñòðàíñòâî V ìîæåò è íå áûòü êîíå÷íî ïîðîæäåííûì).

Ëèíåéíî çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì k. Âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ V íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè íè
îäèí èç âåêòîðîâ vi, 1 ≤ i ≤ n, íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ
âåêòîðîâ v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn èç ýòîãî ñåìåéñòâà. Âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ V íà-
çûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè îíè íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ýòîìó îïðåäåëåíèþ ïóñòîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìî: íè îäèí èç âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ åìó, íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé îñòàëüíûõ âåêòîðîâ, ïîòîìó ÷òî ïðèíàäëåæàùèõ ïóñòîìó ìíîæåñòâó
âåêòîðîâ ïîïðîñòó íåò. Ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîãî âåêòîðà v ∈ V ,
ëèíåéíî íåçàâèñèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò âåêòîð íå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïóñòîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ, ò.å. êîãäà v 6= 0. Åñëè
v1 = v2, òî âåêòîðû v1, v2 ëèíåéíî çàâèñèìû, ïîñêîëüêó v2 = 1 · v1 � ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ âåêòîðà v1.

Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè âåêòîðû v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ëþáàÿ ÷àñòü
ýòîãî ñåìåéñòâà âåêòîðîâ òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìà; òî÷íåå ãîâîðÿ, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî åñëè 1 ≤ i1 < i2 < . . . < im ≤ n, òî âåêòîðû vi1 , vi2 , . . . , vim ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñðåäè âåêòîðîâ v1, . . . , vn åñòü íóëåâîé âåêòîð èëè äâà
îäèíàêîâûõ âåêòîðà, òî âåêòîðû v1, . . . , vn ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå "ãåîìåòðè÷åñêèõ" âåêòîðîâ äâà âåêòîðà ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè íå êîëëèíåàðíû, à òðè âåêòîðà
ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè íå êîìïëàíàðíû.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ α1v1 + . . . + αnvn âåêòîðîâ v1, . . . , vn ∈ V íàçûâàåòñÿ
òðèâèàëüíîé, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû α1 . . . , αn ðàâíû 0. Òðèâèàëüíîé ìû áóäåì
ñ÷èòàòü è ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âåêòîðîâ. ßñ-
íî, ÷òî âñÿêàÿ òðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó θ. Îêà-
çûâàåòñÿ, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå õàðàêòåðèçóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñåìåéñòâà
âåêòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Âåêòîðû
v1, . . . , vn ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç òîãî, ÷òî
èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó θ, ñëåäóåò, ÷òî ýòà ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ òðèâèàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, ðàâ-
íîñèëüíîå óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ: âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ V ëèíåéíî çàâèñèìû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ,
ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó.

Åñëè âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ V ëèíåéíî çàâèñèìû, òî íàéäåòñÿ òàêîå i, 1 ≤ i ≤ n,
÷òî âåêòîð vi ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn ∈ k, òàêèå ÷òî

vi = α1v1 + . . . + αi−1vi−1 + αi+1vi+1 + . . . + αnuv.

Òîãäà α1v1 + . . . + αi−1vi−1 + (−1)vi + αi+1vi+1 + . . . + αnuv = θ, è ýòà ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ íå òðèâèàëüíà, ïîòîìó ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè vi ðàâåí −1 6= 0.



Îáðàòíî, ïóñòü α1v1 + . . .+αivi + . . .+αnvn � íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ âåêòîðîâ v1, . . . , vn ∈ V , ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó. Òîãäà ñðåäè êîýôôèöè-
åíòîâ ýòîé êîìáèíàöèè åñòü õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò αi, è âåêòîð

vi = (−α1/αi)v1 + . . . + (−αi−1/αi)vi−1 + (−αi+1/αi)vi+1 + . . . + (−αn/αi)uv

îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn.
Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì.

Ëåììà 2. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, è ïóñòü v1, . . . , vn, w
� âåêòîðû èç V . Åñëè âåêòîðû v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à âåêòîðû
v1, . . . , vn, w ëèíåéíî çàâèñèìû, òî âåêòîð w ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ v1, . . . , vn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíî çàâèñèìîãî ìíîæåñòâà, êàêîé-òî èç
âåêòîðîâ v1, . . . , vn, w ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ âåêòîðîâ; ëåì-
ìà óòâåðæäàåò, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîãî âåêòîðà âîçìîæíî âçÿòü èìåííî äîáàâëåí-
íûé âåêòîð w. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âåêòîðû v1, . . . , vn, w ëèíåéíî çàâèñè-
ìû, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû α1, . . . , αn, β ∈ k, íå âñå ðàâíûå 0, òàêèå ÷òî

α1v1 + . . . + αnvn + βw = θ.

Åñëè β = 0, òî íåíóëåâûì áóäåò îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ α1, . . . , αn; ïðè ýòîì
áóäåò

α1v1 + . . . + αnvn = α1v1 + . . . + αnvn + 0 · w = α1v1 + . . . + αnvn + βw = θ,

à èç ýòîãî ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû v1, . . . , vn â ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåì ëåììû ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, β 6= 0, è

w = (−α1/β)v1 + . . . + (−αn/β)vn ∈ 〈v1, . . . , vn〉.
Áàçèñû. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ V ñîñòàâëÿþò ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíî
íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V , åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà w ∈ V
âåêòîðû v1, . . . , vn, w óæå áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû. Åñëè âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ V
ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî V , à ïðè âûáðàñûâàíèè èç ýòîãî íàáîðà ëþáîãî âåêòîðà
vi, 1 ≤ i ≤ n îñòàâøèåñÿ âåêòîðû v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn óæå íå ïîðîæäàþò V ,
òî ìû ãîâîðèì, ÷òî âåêòîðû v1, . . . , vn ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå
ïðîñòðàíñòâî V ñåìåéñòâî.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, è ïóñòü v1, . . . , vn ∈
V . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) âåêòîðû v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî V ;
(2) âåêòîðû v1, . . . , vn ñîñòàâëÿþò ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñå-

ìåéñòâî âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V ;
(3) âåêòîðû v1, . . . , vn ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ïðîñòðàí-

ñòâî V ñåìåéñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïî-
ðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî V , è ïóñòü w � ëþáîé âåêòîð èç V . Ïîñêîëüêó âåêòîðû
v1, . . . , vn ïîðîæäàþò V , âåêòîð w ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé, è ïîòîìó
âåêòîðû v1, . . . , vn, w ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû v1, . . . , vn ñî-
ñòàâëÿþò ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà
V .

(2) ⇒ (3). Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . , vn ñîñòàâëÿþò ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíî íåçà-
âèñèìîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà w ∈ V
âåêòîðû v1, . . . , vn, w ëèíåéíî çàâèñèìû, è ïî ëåììå 2 èìåííî äîáàâëåííûé ê
ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòîðàì v1, . . . , vn âåêòîð w ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vn. Èòàê, âåêòîðû v1, . . . , vn ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî V .



Íàïðîòèâ, ïðè âûáðàñûâàíèè èç ýòîãî ñåìåéñòâà ëþáîãî âåêòîðà vi, 1 ≤ i ≤ n,
îñòàâøèåñÿ âåêòîðû v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn íå ïîðîæäàþò V , ïîòîìó ÷òî âåê-
òîðû v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è óæå âåêòîð vi íå ìîæåò áûòü ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû v1, . . . , vn

ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ïðîñòðàíñòâî V ñåìåéñòâî.
(3) ⇒ (1). Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . , vn ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå

ïðîñòðàíñòâî V ñåìåéñòâî; ïîêàæåì, ÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè áû ýòî
áûëî íå òàê, òî íàøåëñÿ áû âåêòîð vi, 1 ≤ i ≤ n, êîòîðûé áûë áû ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn; íî òîãäà ëþáîé âåêòîð
èç V , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn

è âåêòîðà vi, áûë áû ïî òðàíçèòèâíîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (ëåììà 1) ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn, êîòîðûå, òàêèì îáðàçîì,
ïîðîæäàëè áû ïðîñòðàíñòâî V , à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âåêòîðû v1, . . . , vn

ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ïðîñòðàíñòâî V ñåìåéñòâî.

Åñëè âåêòîðû v1, . . . , vn óäîâëåòâîðÿþò ëþáîìó èç òðåáîâàíèé (1), (2), (3) òîëü-
êî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû (à çíà÷èò, è âñåì ýòèì òðåáîâàíèÿì), òî ìû ãîâîðèì,
÷òî v1, . . . , vn � áàçèñ V . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ áàçèñà âàæåí ïîðÿäîê, â êîòîðîì ðàñ-
ïîëîæåíû ñîñòàâëÿþùèå åãî âåêòîðû: áàçèñû v1, v2, . . . , vn è v2, v1, . . . , vn ñ÷èòà-
þòñÿ ðàçëè÷íûìè áàçèñàìè.

Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà. Âñå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè áàçèñîâ, îáëàäàþùèõ òåìè
èëè èíûìè ñâîéñòâàìè, âûòåêàþò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, óñèëèâàþùåãî
÷àñòü óòâåðæäåíèé òåîðåìû 1.
Ëåììà 3. Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . , vN ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî V . Åñëè âåê-
òîðû vi1 , . . . , vin , ãäå 1 ≤ i1, . . . , in ≤ N , ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à äëÿ ëþáîãî j,
1 ≤ j ≤ N , âåêòîðû vi1 , . . . , vin , vj ëèíåéíî çàâèñèìû, òî vi1 , vi2 , . . . , vin � áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà V .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 âñå âåêòîðû vj (1 ≤ j ≤ N), ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ vi1 , vi2 , . . . , vin . Ïîñêîëüêó âåêòîðû v1, . . . , vN ïîðîæäà-
þò ïðîñòðàíñòâî V , ëþáîé âåêòîð èç V ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé, à çíà-
÷èò, ïî òðàíçèòèâíîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, è ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
vi1 , vi2 , . . . , vin . Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû vi1 , vi2 , . . . , vin íå òîëüêî ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû, íî åùå è ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî V , à ýòî è çíà÷èò, ÷òî vi1 , vi2 , . . . , vin

� áàçèñ V .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü V � êîíå÷íî ïîðîæäåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïî-
ëåì k. Òîãäà:

(1) â ïðîñòðàíñòâå V åñòü õîòÿ áû îäèí áàçèñ;
(2) åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, . . . , vN ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî V , òî èç íåå

ìîæíî âûáðàòü ïîäñèñòåìó, ÿâëÿþùóþñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V ;
(3) Åñëè âåêòîðû u1, . . . , ur ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùèé âñå âåêòîðû u1, . . . , ur.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå òðè óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî. Ïîñêîëüêó V
� êîíå÷íî ïîðîæäåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàéäóòñÿ âåêòîðû v1, . . . , vN ,
êîòîðûå ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî V . Ïóñòü 1 ≤ i1, . . . , is ≤ N ; ïðè s > N ñðåäè
âåêòîðîâ u1, . . . , ur, vi1 , . . . , vis áóäóò îäèíàêîâûå, è ïîòîìó ýòè âåêòîðû ëèíåé-
íî çàâèñèìû. Íàïðîòèâ, ïðè s = 0 ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî âåêòîðîâ u1, . . . , ur,
êîòîðûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü s, 0 ≤ s ≤ N � ñàìîå áîëüøîå èç ÷èñåë,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóþò òàêèå i1, . . . , is, 1 ≤ i1, . . . , is ≤ N , ÷òî âåê-
òîðû u1, . . . , ur, vi1 , . . . , vis ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè w � ëþáîé èç âåêòîðîâ
u1, . . . , ur, v1, . . . , vN , òî âåêòîðû u1, . . . , ur, vi1 , . . . , vis , w ëèíåéíî çàâèñèìû: åñ-
ëè w = uj äëÿ íåêîòîðîãî j, 1 ≤ j ≤ r, òî ñðåäè âåêòîðîâ u1, . . . , ur, vi1 , . . . , vis , w



åñòü îäèíàêîâûå, à åñëè w = vi äëÿ íåêîòîðîãî i, òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî çà-
âèñèìû, ïîòîìó ÷òî s áûëî íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà
{v1, . . . , vN}, äîáàâëåíèå êîòîðûõ ê u1, . . . , ur ìîãëî áû îñòàâèòü ñåìåéñòâî âåêòî-
ðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì. Ïî ëåììå 3 âåêòîðû u1, . . . , ur, vi1 , . . . , vis

ñîñòàâëÿþò
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå (3). Óòâåðæäåíèÿ
(1), (2) ïîëó÷àòñÿ, åñëè â ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè ïîëîæèòü r = 0 (ò.å. âçÿòü
â êà÷åñòâå u1, . . . , ur ïóñòîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ).

Òåîðåìà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé. . Ìû ïîêàæåì äàëåå,
÷òî âñå áàçèñû ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Äîêàçà-
òåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì âàæíîì ôàêòå, íàçûâàåìîì òåîðåìîé î ëèíåé-
íîé çàâèñèìîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, è ïóñòü v1, . . . , vn

� âåêòîðû èç V . Ïóñòü, äàëåå, u1, . . . , um � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ
v1, . . . , vn. Åñëè m > n, òî âåêòîðû u1, . . . , um ëèíåéíî çàâèñèìû.

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ñëó÷àå, êîãäà m ≤ n: íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ìàëî, îíè ìîãóò áûòü ëèíåéíî
çàâèñèìûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó n êîì-
áèíèðóåìûõ âåêòîðîâ. Åñëè n = 0, òî âñå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè u1, . . . , um ïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ðàâíû íóëåâîìó âåêòîðó, è ïîñêîëüêó èõ êîëè÷åñòâî
m > n = 0 íå ìåíüøå 1, ñðåäè âåêòîðîâ u1, . . . , um åñòü íóëåâîé âåêòîð, à ïî-
òîìó âåêòîðû u1, . . . , um ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïóñòü n > 0, è ïóñòü òåîðåìà óæå
äîêàçàíà äëÿ n− 1 êîìáèíèðóåìûõ âåêòîðîâ.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû u1, . . . , um ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ
v1, . . . , vn, ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû αij ∈ k (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), ÷òî

u1 =α11 v1 + α12 v2 + · · ·+ α1nvn,

u2 =α21 v1 + α21 v2 + · · ·+ α2nvn,

· · · ·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
um=αm1v1 + αm2v2 + · · ·+ αmnvn.

Åñëè α11 = α21 = . . . = αm1 = 0, òî âåêòîðû u1, . . . , um ÿâëÿþòñÿ íà ñàìîì
äåëå ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè n − 1 âåêòîðîâ v2, . . . , vn; ïîýòîìó ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè m > n > n − 1 âåêòîðîâ u1, . . . , um ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïóñòü
ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ αi1 åñòü íåíóëåâûå; ìåíÿÿ, åñëè íàäî, íóìåðàöèþ âåêòîðîâ
u1, . . . , um ìû ìîæåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî α11 6= 0. Òîãäà m − 1
âåêòîðîâ wi = ui − (αi1/α11)u1 (2 ≤ i ≤ m) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
n−1 < m−1 âåêòîðîâ v2, . . . , vn, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíè ëèíåéíî çà-
âèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, îäèí èç ýòèõ âåêòîðîâ wj ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ w2, . . . , wj−1, wj+1, . . . , wm. Íî êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ
âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ u1, u2, . . . , uj−1, uj+1, . . . , um,
ïîýòîìó ïî òðàíçèòèâíîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîð wj , à âìåñòå ñ íèì è
âåêòîð uj = wj + (αj1)/α11u1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòî-
ðîâ u1, u2, . . . , uj−1, uj+1, . . . , um. À ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîðû u1, . . . , um ëèíåéíî
çàâèñèìû.

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ïðåæäå, ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè, äîêà-
æåì, ÷òî ëþáûå äâà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü u1, . . . , um; v1, . . . , vn � áàçèñû ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà
m = n.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âåêòîðû u1, . . . , um ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
V , îíè ïîðîæäàþò V . Âåêòîðû v1, . . . , vn, êàê è âñå âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà V ,
ÿâëÿþòñÿ èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè; åñëè áû áûëî n > m, òî ïî òåîðåìå î
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðû v1, . . . , vn áûëè áû ëèíåéíî
çàâèñèìû, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îíè ñîñòàâëÿþò áàçèñ. Ñëåäîâàòåëüíî,
n ≤ m; òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî m ≤ n.

Ïóñòü òåïåðü ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íî ïîðîæäåíî; òîãäà â íåì åñòü êîíå÷íûå
áàçèñû, è ëþáûå äâà áàçèñà ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ. ×èñëî
ýëåìåíòîâ â áàçèñå êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíî-
ñòüþ V è îáîçíà÷àåòñÿ dim V . Èíîãäà îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ðàçíûìè ïîëÿìè; â òàêèõ ñëó÷àÿõ ðàçìåðíîñòü
V êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k îáîçíà÷àþò ÷åðåç dimk V .

Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè n ïîðîæäàåòñÿ ñâîèì áàçèñîì, ñî-
ñòîÿùèì èç n ýëåìåíòîâ; ïîýòîìó îíî êîíå÷íî ïîðîæäåíî. Îáðàòíî, ó âñÿêîãî
êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòü êîíå÷íà. Ïîýòîìó êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé ðàçìåð-
íîñòè; òàêèå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè.

Èç òåîðåìû 2 ñðàçó ñëåäóþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k.
(1) Åñëè âåêòîðû v1, . . . , vm ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî V , òî m ≥ dim V ;

åñëè ïðè ýòîì m = dim V , òî v1, . . . , vm � áàçèñ V .
(2) Åñëè âåêòîðû v1, . . . , vm ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî m ≤ dim V ; åñëè

ïðè ýòîì m = dim V , òî v1, . . . , vm � áàçèñ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Ïî òåîðåìå 2 èç ïîðîæäàþùåé V ñèñòåìû âåêòîðîâ v1, . . . , vm

ìîæíî âûäåëèòü ïîäñèñòåìó, ÿâëÿþùóþñÿ áàçèñîì è ïîòîìó ñîñòîÿùóþ èç dim V
ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, m ≥ dim V , à åñëè m = dim V , òî âûäåëåííûé áàçèñ
ñîâïàäàåò ñî âñåé ñèñòåìîé âåêòîðîâ v1, . . . , vm.

(2). Ïî òåîðåìå 2 ê ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ v1, . . . , vm ∈ V ìîæ-
íî äîáàâèòü íåñêîëüêî âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ áàçèñ V ; ïîñêîëüêó ëþáîé
áàçèñ ñîñòîèò èç dim V ýëåìåíòîâ, ÷èñëî ýëåìåíòîâ m èñõîäíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ
íå áîëüøå dim V . Åñëè æå ëèíåéíî m = dim V , òî êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ âåê-
òîðîâ ðàâíî 0, è ïîòîìó óæå ñèñòåìà v1, . . . , vm ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k è ïóñòü U �
åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà dim U ≤ dim V . Åñëè ïðè ýòîì dim U = dim V , òî
U = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêèé áàçèñ u1, . . . , um ïðîñòðàíñòâà U ñîñòàâëÿåò ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V , ïîýòîìó m = dim U ≤ dim V . Åñ-
ëè ïðè ýòîì m = dim U = dim V , òî u1, . . . , um � áàçèñ V , è çíà÷èò, âñÿêèé âåêòîð
èç V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ u1, . . . , um è ïîòîìó ïðèíàäëåæèò
U .

Ðàçìåðíîñòü àðèôìåòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî àðèô-
ìåòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
ñòîëáöîâ kn.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü k � ïîëå. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà kn ðàâíà n.



Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ei ∈ kn (1 ≤ i ≤ n) ñòîëáåö, ó êîòîðîãî i-é
ýëåìåíò ðàâåí 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0:

e1 =




1
0
...
0


 , e2 =




0
1
...
0


 , . . . , en =




0
0
...
1


 .

Ïîêàæåì, ÷òî e1, e2, . . . , en � áàçèñ kn; èç ýòîãî è áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî dim kn = n.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ êîýôôèöèåíòîâ α1, α2, . . . , αn ∈ k ìû èìååì: α1e1 +
α2e2 + . . . + αnen =

α1




1
0
...
0


 + α2




0
1
...
0


 + . . . + αn




0
0
...
1


 =




α1

0
...
0


 +




0
α2

...
0


 + . . . +




0
0
...

αn


 =




α1

α2

...
αn


 .

Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî ëþáîé ñòîëáåö (α1, α2, . . . , αn)T ∈ kn ÿâëÿåò-
ñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé α1e1 + α2e2 + . . . + αnen âåêòîðîâ e1, e2, . . . , en, à âî-
âòîðûõ, ÷òî åñëè ýòà êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó, òî (α1, α2, . . . , αn)T =
(0, 0, . . . , 0)T, à ïîòîìó α1 = α2 = . . . = αn = 0, òàê ÷òî âåêòîðû e1, e2, . . . , en

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Áàçèñ e1, e2, . . . , en ïðîñòðàíñòâà kn, ïîñòðîåííûé â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëü-
ñòâå, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà kn.

Êîîðäèíàòû âåêòîðà. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k è
ïóñòü v1, . . . , vn � åãî áàçèñ. Òîãäà ëþáîé âåêòîð v ∈ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà:

v = α1v1 + . . . + αnvn, α1, . . . , αn ∈ k.

Åñëè v = β1v1 + . . . + βnvn � äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå òîãî æå âåêòîðà â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà, òî (α1 − β1)v1 + . . . + (αn − βn)vn = θ, è,
ïîñêîëüêó âåêòîðû v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α1−β1 =
. . . = αn−βn = 0. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ
áàçèñà, ðàâíîé âåêòîðó v, îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî; îíè íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà v â áàçèñå v1, . . . , vn. ×àùå âñåãî êîîðäèíàòû âåêòîðà α1, . . . , αn çàïèñû-
âàþò â âèäå ñòîëáöà (α1, α2, . . . , αn)T, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñòîëáöîì êîîðäèíàò
âåêòîðà v â áàçèñå v1, . . . , vn. Ëþáîé âåêòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö: ñòðîêè èç áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ è ñòîëáöà êîîðäèíàò:

v = α1v1 + . . . + αnvn = v1α1 + . . . + vnαn = (v1, . . . , vn)




α1

...
αn


 .

Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèÿ íàä âåêòîðàìè è äåéñòâèÿ íàä ñòîëáöàìè êîîðäèíàò
ñîãëàñîâàíû: ñòîëáåö êîîðäèíàò ñóììû âåêòîðîâ â íåêîòîðîì áàçèñå ðàâåí ñóììå
ñòîëáöîâ êîîðäèíàò ñëàãàåìûõ â òîì æå áàçèñå, à ñòîëáåö êîîðäèíàò ïðîèçâåäå-
íèÿ ýëåìåíòà α ∈ k íà âåêòîð ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ α íà ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòî-
ðà (â òîì æå áàçèñå). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (α1, , . . . , αn)T, (β1, . . . , βn)T ñòîëáöû
êîîðäèíàò âåêòîðîâ u, v ∈ V â áàçèñå v1, . . . , vn; òîãäà

u + v = (α1v1 + . . . + αnvn) + (v1 + . . . + βnvn) = (α1 + β1)v1 + . . . + ()vn,

αu = α(α1v1 + . . . + αnvn) = (αα1)v1 + +(ααn)vn,

ò.å. ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðîâ u+v, αu â òîì æå áàçèñå ðàâíû (α1+β1, . . . , αn+
βn)T è (αα1, . . . , ααn) ñîîòâåòñòâåííî.



Î ïðîèçâåäåíèè ñòðîêè èç âåêòîðîâ íà ñêàëÿðûå ìàòðèöû. Â äàëüíåéøåì ìû
÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ïðîñòûìè óòâåðæäåíèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü v1, . . . , vn � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû èç íåêî-
òîðîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, è ïóñòü A,B ∈ kn×m � äâå ìàò-
ðèöû ñ êîìïîíåíòàìè èç k. Åñëè (v1, . . . , vn)A = (v1, . . . , vn)B, òî A = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòðîêè äëèíû m ñ êîì-
ïîíåíòàìè èç V . Äëÿ ëþáîãî j, 1 ≤ j ≤ m, j-å ýëåìåíòû îáåèõ ñòðîê ñîâïàäàþò,
ò.å.

v1A1j + . . . + vnAnj = v1B1j + . . . + vnBnj .

Íî òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (A1j−B1j)v1+. . .+((Anj−Bnj)vn ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vn îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé θ; ïîýòîìó äëÿ âñåõ i,
1 ≤ i ≤ n, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Aij −Bij = 0, ò.å. Aij = Bij .

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . , vn ïîðîæäàþò âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî V íàä ïîëåì k, è ïóñòü u1, . . . , um � ëþáûå âåêòîðû èç V . Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ìàòðèöà C ∈ kn×m, òàêàÿ ÷òî

(u1, u2, . . . , um) = (v1, . . . , vn)C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âåêòîðû v1, . . . , vn ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî V , âåê-
òîðû u1, . . . , um ∈ V � èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, à çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû
αij ∈ k (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m), òàêèå ÷òî

u1 =α11 v1 + α21 v2 + · · ·+ αn1vn,

u2 =α12 v1 + α22 v2 + · · ·+ αn2vn,

· · · ·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
um=α1mv1 + α2mv2 + · · ·+ αnmvn.

Ýòó ñèñòåìó ðàâåíñòâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà

(u1, u2, . . . , um) = (v1, . . . , vn)C,

ãäå ÷åðåç C ∈ kn×m îáîçíà÷åíà ìàòðèöà



α11 α12 . . . α1m

α21 α22 . . . α2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnm


 .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýëåìåíòû â ìàòðèöå C ðàñïîëîæåíû íå òàì, ãäå
îíè áûëè â ïðåäøåñòâóþùåé ñèñòåìå ðàâåíñòâ, à íà ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
äèàãîíàëè ïîçèöèÿõ.

Óñëîâèå òîãî, ÷òîáû íàáîð ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ áàçèñà ñíîâà áûë
áàçèñîì. Ìàòðèöà ïåðåõîäà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü u1, . . . , un � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, è
ïóñòü v1, . . . , vm � âåêòîðû èç V , ñâÿçàííûå ñ áàçèñîì ñîîòíîøåíèåì

(v1, . . . , vm) = (u1, . . . , un)C,

ãäå C ∈ kn×m � ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç k. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîðû
v1, . . . , vm òîæå ñîñòàâëÿëè áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ìàòðèöà C áûëà îáðàòèìîé ìàòðèöåé (îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî m = n).



Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòüv1, . . . , vm � áàçèñ V ; òîãäà âåêòîðû èñ-
õîäíîãî áàçèñà ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ v1, . . . , vm, è ïîòîìó
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà D ∈ km×n, ÷òî

(u1, . . . , un) = (v1, . . . , vm)D.

Ìû ïîëó÷àåì òåïåðü:

(u1, . . . , un)En = (u1, . . . , un) = (v1, . . . , vm)D =

=
(
(u1, . . . , un)C

)
D = (u1, . . . , un)(CD).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (u1, . . . , un)
íà ìàòðèöû En, CD ∈ kn×n ñîâïàäàþò; ñëåäîâàòåëüíî, CD = En. Òî÷íî òàê æå
ïîêàçûâàåì, ÷òî DC = Em. Ðàâåíñòâà CD = En, DC = Em îçíà÷àþò, ÷òî D �
îáðàòíàÿ ê C ìàòðèöà, à çíà÷èò, ìàòðèöà C îáðàòèìà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V ðàâíà êîëè÷åñòâó
n ýëåìåíòîâ â áàçèñå u1, . . . , un. Ïóñòü ìàòðèöà C îáðàòèìà; òîãäà îíà íåîáõî-
äèìî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé, ò.å. m = n = dim V . Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ

(v1, . . . , vn) = (u1, . . . , un)C
íà ìàòðèöó C−1, ïîëó÷èì, ÷òî (u1, . . . , un) = (v1, . . . , vn)C−1, îòêóäà âèäíî, ÷òî
âñå âåêòîðû áàçèñà u1, . . . , un ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ v1, . . . , vn.
Ïîñêîëüêó âñÿêèé âåêòîð èç V � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ u1, . . . , un,
ïî òðàíçèòèâíîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé âåêòîð èç
V � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ v1, . . . , vn. Ïîýòîìó âåêòîðû v1, . . . , vn ïîðîæ-
äàþò ïðîñòðàíñòâî V ; íî èõ êîëè÷åñòâî n ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà V , è
ïîýòîìó îíè ñîñòàâëÿþò áàçèñ V .

Ïóñòü u1, . . . , un, v1, . . . , vn � äâà áàçèñà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì
k; îáðàòèìàÿ ìàòðèöà C ∈ kn, òàêàÿ ÷òî (v1, . . . , vn) = (u1, . . . , un)C (îíà ñóùå-
ñòâóåò ïî ïðåäëîæåíèþ 9 è åäèíñòâåííà ïî ïðåäëîæåíèþ 8) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé
ïåðåõîäà îò áàçèñà u1, . . . , un ê áàçèñó v1, . . . , vn.
Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü u1, . . . , un, u′1, . . . , u

′
n � äâà áàçèñà âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V íàä ïîëåì k, è ïóñòü C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî
âòîðîìó. Ïóñòü, äàëåå, (α1, . . . , αn)T, (α′1, . . . , α

′
n)T � ñòîëáöû êîîðäèíàò íåêî-

òîðîãî âåêòîðà v ∈ V â ïåðâîì è âòîðîì áàçèñàõ. Òîãäà


α1

...
αn


 = C




α′1
...

α′n


 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ñòîëáöû êîîðäèíàò (α1, . . . , αn)T,
(α′1, . . . , α

′
n)T ÷åðåç X, X ′. Èç îïðåäåëåíèé ñòîëáöà êîîðäèíàò è ìàòðèöû ïåðåõîäà

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ
v = (u1, . . . , un)X = (u′1, . . . , u

′
n)X ′, (u′1, . . . , u

′
n) = (u1, . . . , un)C;

ïîýòîìó
(u1, . . . , un)X = (u′1, . . . , u

′
n)X ′ =

(
(u1, . . . , un)C

)
X ′ = (u1, . . . , un)(CX ′),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî X = CX ′, ïîòîìó ÷òî âåêòîðû u1, . . . , un ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû.
Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü u1, . . . , un; v1, . . . , vn; w1, . . . , wn � òðè áàçèñà âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì k, è ïóñòü C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà
u1, . . . , un ê áàçèñó v1, . . . , vn, à D � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà v1, . . . , vn ê áà-
çèñó w1, . . . , wn. Òîãäà ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà u1, . . . , un ê áàçèñó w1, . . . , wn

ðàâíà CD, à ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà v1, . . . , vn ê áàçèñó u1, . . . , un ðàâíà C−1.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ïåðåõîäà
(v1, . . . , vn) = (u1, . . . , un)C, (w1, . . . , wn) = (v1, . . . , vn)D,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
(w1, . . . , wn) = (v1, . . . , vn)D =

(
(u1, . . . , un)C

)
D = (u1, . . . , un)(CD),

à ýòî çíà÷èò, ÷òî CD � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà u1, . . . , un ê áàçèñó w1, . . . , wn.
Òî÷íî òàê æå ðàâåíñòâî

(u1, . . . , un) = (u1, . . . , un)(CC−1) =
(
(u1, . . . , un)C

)
C−1 = (v1, . . . , vn)C−1

ïîêàçûâàåò, ÷òî C−1 � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà v1, . . . , vn ê áàçèñó u1, . . . , un.

3. Ðàíã ìàòðèöû
Îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû. Ïóñòü A ∈ km×n � ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç
ïîëÿ k, ñîñòîÿùàÿ èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Òîãäà âñå ñòîëáöû ìàòðèöû A ïðè-
íàäëåæàò àðèôìåòè÷åñêîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó km. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
ñòîëáöîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì m-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà km è ïîòîìó êî-
íå÷íîìåðíà; åå ðàçìåðíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ rankA.
ßñíî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ∈ km×n íå áîëüøå êîëè÷åñòâà n ñòîëáöîâ, ïîðîæäàþ-
ùèõ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó, è íå áîëüøå êîëè÷åñòâà m ñòðîê ìàòðèöû, ïîòîìó ÷òî
ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà
km, íå áîëüøå dim km = m.

Ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ñëåäóþùåå ïî÷òè òðèâèàëüíîå óòâåðæäåíèå îêàçû-
âàåòñÿ ÷àñòî ïîëåçíûì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A, B � äâå ìàòðèöû ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ k, ñî-
ñòîÿùèå èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ñòðîê. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà X ñ
êîìïîíåíòàìè èç k, ÷òî B = AX, òî âñå ñòîëáöû ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Îáðàòíî, åñëè âñå ñòîëáöû
ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà X ñ êîìïîíåíòàìè èç k, ÷òî B = AX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

a1 =




A11

...
Am1


 , . . . , an =




A1n

...
Amn


 ; b1 =




B11

...
Bm1


 , . . . , bp =




B1p

...
Bmp




� ñòîëáöû ìàòðèö A, B, è ïóñòü X ∈ kn×p � òàêàÿ ìàòðèöà, ÷òî B = AX, ò.å.
(
b1 . . . bp

)
=

(
a1 . . . an

)
X.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû, ðàçáèòûå íà áëîêè, ìîæíî ïåðåìíîæàòü, êàê åñëè áû áëîêè
áûëè ýëåìåíòàìè ìàòðèö, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî j, 1 ≤ j ≤ p ñòîëáåö
bj = a1X1j + . . . + anXnj = X1ja1 + . . . + Xnjan ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
ñòîëáöîâ a1, . . . , an.

Îáðàòíî, ïóñòü âñå ñòîëáöû bj ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ
a1, . . . , an. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p, ÷òî
bj = α1ja1 + . . . + αnjan äëÿ âñåõ j, à ýòî çíà÷èò, ÷òî

B =
(
b1 . . . bp

)
=

(
a1 . . . an

)



α11 . . . α1p

. . . . . . . . . . . . . . .
αn1 . . . αnp


 = A




α11 . . . α1p

. . . . . . . . . . . . . . .
αn1 . . . αnp


 .

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü A ∈ km×n, B ∈ kn×p. Òîãäà rankAB ≤
rankA, rankAB ≤ rankB.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ âñå ñòîëáöû ìàòðèöû AB ïðè-
íàäëåæàò ëèíåéíîé îáîëî÷êå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, è ïîýòîìó ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
ñòîëáöîâ ìàòðèöû AB ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A. Ïîýòîìó ðàíã ìàòðèöû AB, ðàâíûé ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷-
êè åå ñòîëáöîâ, íå áîëüøå ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A,
êîòîðàÿ ðàâíà ðàíãó A.

×óòü ñëîæíåå äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü r = rank B è ïóñòü
B′ ∈ kp×r � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè
ñòîëáöîâ ìàòðèöû B. Âñå ñòîëáöû ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíà-
öèÿìè ñòîëáöîâ ìàòðèöû B′, è ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà
X ∈ kr×p, ÷òî B = B′X. Òîãäà ïî óæå äîêàçàííîìó ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ñëåä-
ñòâèÿ rankAB = rank A(B′X) = rank(AB′)X ≤ rankAB′. Íî ìàòðèöà AB′ ñîñòî-
èò èç r ñòîëáöîâ, ïîýòîìó åå ðàíã íå ìîæåò áûòü áîëüøå r, è ìû ïîëó÷àåì:

rankAB ≤ rankAB′ ≤ r = rank B.

Èíâàðèàíòíîñòü ðàíãà ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Îäíî èç îñíîâíûõ
ñâîéñòâ ðàíãà ìàòðèöû � åãî èíâàðèàíòíîñòü ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíè-
ÿõ.

Òåîðåìà 1. Ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû ñëåâà èëè
ñïðàâà íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó. Â ÷àñòíîñòè, ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ íàä ñòðîêàìè èëè íàä ñòîëáöàìè ìàòðèöû.

(Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ìàòðèöåé � ýòî óìíîæåíèå
ìàòðèöû ñëåâà èëè ñïðàâà íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû, êîòîðûå, êàê ìû âèäåëè
ðàíüøå, îáðàòèìû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ k, è ïóñòü B = AX,
C = Y A, ãäå X, Y � îáðàòèìûå ìàòðèöû ñ êîìïîíåíòàìè èç k. Ïî òîëüêî ÷òî
äîêàçàííîìó ñëåäñòâèþ ïðåäëîæåíèÿ 1

rankB = rank AX ≤ rankA, rankC = rank Y A ≤ rankA.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, A = AE = A(XX−1) = (AX)X−1 = BX−1, è òî÷íî òàê æå
A = Y −1C; ïî òîìó æå ñëåäñòâèþ

rankA = rank BX−1 ≤ rankB, rankA = rank Y −1C ≤ rankC.

Ðàíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû. Êàê ìû çíàåì, ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé íàä ñòðî÷êàìè ìàòðèöà ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñòóïåí÷àòîé. Ýëåìåíòàð-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò ðàíã, ïîýòîìó åñëè ìû áóäåì óìåòü âû÷èñëÿòü
ðàíã ñòóïåí÷àòûõ ìàòðèö, ìû ñìîæåì íàéòè ðàíã ëþáîé ìàòðèöû. Íî ðàíã ñòó-
ïåí÷àòîé ìàòðèöû íàéòè î÷åíü ïðîñòî.

Òåîðåìà 2. Ðàíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ ðàâåí ÷èñëó
íåíóëåâûõ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû (èëè, ÷òî òî æå, ÷èñëó ñòóïåíåê).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A ∈ km×n íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé,
åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà r, j1, . . . , jr, ÷òî 0 ≤ r ≤ m, 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n è
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(1) A1j1 = . . . = Arjr = 1;
(2) åñëè s ≤ r è i 6= s, òî Aijs = 0;
(3) åñëè i > r, òî Aij = 0 äëÿ âñåõ j, 1 ≤ j ≤ n;
(4) åñëè i ≤ r, j < ji, òî Aij = 0.

Èç óñëîâèé (1) è (2) ìû âèäèì, ÷òî â js-ì ñòîëáöå ìàòðèöû A s-é ýëåìåíò ðà-
âåí 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Òàêèì îáðàçîì, js-é ñòîëáåö ìàòðèöû
A ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì es èç êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà {e1, . . . , em} ïðîñòðàíñòâà



ñòîëáöîâ km. Âåêòîðû e1, . . . , er ëèíåéíî íåçàâèñèìû; â òî æå âðåìÿ âñå ñòîëá-
öû ìàòðèöû A � èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ (3) íåíóëåâûå
ýëåìåíòû åñòü òîëüêî â ïåðâûõ r ñòðîêàõ ìàòðèöû A. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû
e1, . . . , er ñîñòàâëÿþò áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, è ïîòîìó
ðàçìåðíîñòü ýòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êè ðàâíà r. Íî ïî îïðåäåëåíèþ ðàíãà èìåííî
ýòà ðàçìåðíîñòü è åñòü ðàíã ìàòðèöû A.
Ñëåäñòâèå. Ðàíã ìàòðèöû (

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)
,

ãäå Er � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r ≥ 0, à 0r×t, 0s×r, 0s×t � íóëåâûå ìàò-
ðèöû, ðàâåí r.

Ýòî óòâåðæäåíèå � î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 2: óêàçàííàÿ â åãî ôîðìóëè-
ðîâêå ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé.
Ðàíã òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû. Â îïðåäåëåíèè ðàíãà ñòðîêè è ñòîëáöû ìàò-
ðèöû èãðàëè ðàçíûå ðîëè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îíè ðàâíîïðàâíû ïî
îòíîøåíèþ ê ðàíãó.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç íåêîòîðîãî ïîëÿ k. Òîãäà
rankAT = rank A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû âèäåëè, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå îáðàòèìûå ìàòðèöû X, Y ,
òàêèå ÷òî

XAY =
(

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)
,

ãäå Er � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r ≥ 0, à 0r×t, 0s×r. Òîãäà

Y TATXT = (XAY )T =
(

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)T

=
(

Er 0r×s

0t×r 0t×s

)
,

ïðè÷åì ìàòðèöû XT, Y T òîæå îáðàòèìû. Ïî òåîðåìå 1 è ñëåäñòâèþ òåîðåìû 2
ìû ïîëó÷àåì:

rankA = rank XAY = rank
(

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)
= r =

= rank
(

Er 0r×s

0t×r 0t×s

)
= rank Y TATXT = rank AT.

Ïîñêîëüêó ñòîëáöû ìàòðèöû AT ÿâëÿþòñÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû A, ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòðîê ìàòðèöû ðàâíà åå ðàíãó.

Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ìàòðèöû ìîæíî áûëî áû îïðåäåëÿòü íå òîëüêî êàê ðàç-
ìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ ìàòðèöû, íî è êàê ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé
îáîëî÷êè åå ñòðîê.
Íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Ïóñòü k � ïîëå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ
êîìïîíåíòàìè èç k íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè åå ðàíã ðàâåí n. Åñòü ìíîãî
óòâåðæäåíèé, ðàâíîñèëüíûõ óêàçàííîìó ñâîéñòâó.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü A ∈ kn = kn×n � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ
êîìïîíåíòàìè èç k. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà;
(2) ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ðàâíà n;
(3) ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòðîê ìàòðèöû A ðàâíà n;
(4) ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû;



(5) ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû;
(6) ñòîëáöû ìàòðèöû A ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ kn;
(7) ñòðîêè ìàòðèöû A ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî ñòðîê k1×n;
(8) ìàòðèöà A îáðàòèìà;
(9) ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇔ (2), (1) ⇔ (3) � ïðîñòî ïåðåôðàçèðîâêè îïðåäåëåíèé:
ìàòðèöà íåâûðîæäåíà, êîãäà åå ðàíã, ò.å. ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè åå
ñòîëáöîâ (ñòðîê), ðàâåí n.

(2) ⇒ (6). Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ kn. Åñëè ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ n âñåãî ïðîñòðàíñòâà kn, òî ïîäïðîñòðàíñòâî ñîâïàäà-
åò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì, ò.å. kn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A, à ýòî è çíà÷èò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ kn.

(6) ⇒ (4). Åñëè n ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî kn, ðàçìåð-
íîñòü êîòîðîãî ðàâíà n, òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

(4) ⇒ (2). Åñëè n ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ðàçìåðíîñòü èõ
ëèíåéíîé îáîëî÷êè íå ìåíüøå n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ
ìàòðèöû ñîäåðæèòñÿ â kn, è ïîòîìó åå ðàçìåðíîñòü íå áîëüøå, ÷åì dim kn = n.

Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (3) ⇒ (7) ⇒ (5) ⇒ (3).
(1) ⇒ (8). Ñóùåñòâóþò òàêèå îáðàòèìûå ìàòðèöû X, Y , ÷òî XAY = B, ãäå

ìàòðèöà B èìååò âèä

B =
(

Er 0r×t

0t×r 0t×t

)

(çäåñü t = n − r). Ïîñêîëüêó ïðè óìíîæåíèè íà îáðàòèìûå ìàòðèöû ðàíã íå
ìåíÿåòñÿ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî rankA = rank B = r; åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ ìàò-
ðèöà, òî r = rank A = n, à òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî B � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Èòàê,
XAY = E, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà

A = (X−1X)A(Y Y −1) = X−1(XAY )Y −1 = X−1EY −1 = X−1Y −1

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îáðàòèìûõ ìàòðèö X−1, Y −1, à ïîòîìó è
ñàìà îáðàòèìà.

(8) ⇒ (1). Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî îíà ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì åäèíè÷-
íîé ìàòðèöû E íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó A. Ïîñêîëüêó ïðè óìíîæåíèè íà îáðàòè-
ìóþ ìàòðèöó ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî rankA = rank E = n,
ò.å. ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà.

(8) ⇔ (9) � áûëî äîêàçàíî ðàíåå.

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû äîáàâèì ê ýòèì äåâÿòè õàðàêòåðèçàöèÿì íåâûðîæäåí-
íûõ ìàòðèö åùå îäíó � â òåðìèíàõ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû.

Ðàíã êàê ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê íåâûðîæäåííûõ ïîäìàòðèö. Ïóñòü A ∈ km×n

� íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, è ïóñòü 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ m, 1 ≤ j1 < . . . < jq ≤ n.
Ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû A, ñîñòàâëåííîé èç ñòðîê ñ íîìåðàìè i1, . . . , ip è ñòîëáöîâ
ñ íîìåðàìè j1, . . . , jq ìû íàçûâàåì ìàòðèöó

A
j1,...,jq

i1,...,ip
=




Ai1j1 . . . Ai1jq

. . . . . . . . . . . . . . . . .
Aipj1 . . . Aipjq


 .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ k, ðàíã êîòîðîé ðàâåí
r. Òîãäà âñå êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû ìàòðèöû A, ïîðÿäîê êîòîðûõ áîëüøå r,
âûðîæäåíû, íî â ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ïîäìàò-
ðèöà ïîðÿäêà r.



Çàìå÷àíèå. Ðàíåå äëÿ ðàíãà ìàòðèöû ó íàñ áûëî äâà îïðåäåëåíèÿ: ýòî ðàçìåð-
íîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ ìàòðèöû è ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè
ñòðîê ìàòðèöû. Â êàæäîì èç íèõ ñòîëáöû è ñòðîêè èãðàþò ðàçíûå ðîëè. Áëà-
ãîäàðÿ òåîðåìå 5 ìû ìîæåì äàòü åùå îäíî îïðåäåëåíèå, â êîòîðîì ñòðîêè è
ñòîëáöû âîîáùå íå óïîìèíàþòñÿ: ðàíã íåíóëåâîé ìàòðèöû � ýòî íàèáîëüøåå
÷èñëî r, òàêîå, ÷òî ñðåäè êâàäðàòíûõ ïîäìàòðèö ìàòðèöû A, èìåþùèõ ïî-
ðÿäîê r, åñòü íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ðàíã ìàòðèöû
èìåííî òàê è îïðåäåëÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì.

Ëåììà 1. Ïóñòü B � ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ k, ðàíã êîòîðîé ðà-
âåí r. Òîãäà ðàíã ëþáîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû B, ñîñòàâëåííîé èç íåñêîëüêèõ
ñòîëáöîâ è âñåõ ñòðîê ìàòðèöû B, íå áîëüøå r, íî íàéäåòñÿ ïîäìàòðèöà ðàíãà
r, ñîñòàâëåííàÿ èç êàêèõ-òî r ñòîëáöîâ è âñåõ ñòðîê ìàòðèöû B.

Ëåììà 2. Ïóñòü B � ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ k, ðàíã êîòîðîé ðà-
âåí r. Òîãäà ðàíã ëþáîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû B, ñîñòàâëåííîé èç íåñêîëüêèõ
ñòðîê è âñåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû B, íå áîëüøå r, íî íàéäåòñÿ ïîäìàòðèöà ðàíãà
r, ñîñòàâëåííàÿ èç êàêèõ-òî r ñòðîê è âñåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû B.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ýòèõ ëåìì ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ëþáîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû
A íå áîëüøå ðàíãà A, è ïîýòîìó ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäîê êîòîðîé
áîëüøå r = rank A, âûðîæäåíà. Äàëåå, ïî ëåììå 1 íàéäóòñÿ r ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A ñ íîìåðàìè 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n, òàêèõ ÷òî ðàíã ìàòðèöû B = Aj1,...,jr

1,...,m ðàâåí
r, à ïî ëåììå 2 íàéäóòñÿ r ñòðîê ìàòðèöû B ñ íîìåðàìè 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ m,
òàêèõ ÷òî ðàíã ïîäìàòðèöû C ìàòðèöû B, ñîñòàâëåííîé èç ýòèõ ñòðîê, ðàâåí r.
Íî ÿñíî, ÷òî C = Aj1,...,jr

i1,...,ir
; òàêèì îáðàçîì, C êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A

ïîðÿäêà r; îíà íåâûðîæäåíà, ïîòîìó ÷òî åå ðàíã ðàâåí r.
Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ëåìì 1, 2; îíè äîêàçûâàþòñÿ îäèíàêî-

âî, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 1. Ïóñòü b1, . . . , bn

� ñòîëáöû ìàòðèöû B, è ïóñòü C � ïîäìàòðèöà ìàòðèöû B, ñîñòàâëåííàÿ èç
ñòîëáöîâ bj1 , . . . , bjq (1 ≤ j1 < . . . < jq ≤ n); òîãäà 〈bj1 , . . . , bjq 〉 ⊆ 〈b1, . . . , bn〉, è
ïîòîìó

rankC = dim〈bj1 , . . . , bjq 〉 ≤ dim〈b1, . . . , bn〉 = rank B = r.

Ïóñòü òåïåðü q = r; ñòîëáöû b1, . . . , bn ïîðîæäàþò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó 〈b1, . . . , bn〉,
è ïîýòîìó ñòîëáöû bj1 , . . . , bjr , èç êîòîðûõ ñîñòîèò ìàòðèöà C, ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè áàçèñ ýòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êè. Òîãäà 〈bj1 , . . . , bjr 〉 =
〈b1, . . . , bn〉 è ïîòîìó

rankC = dim〈bj1 , . . . , bjr 〉 = dim〈b1, . . . , bn〉 = rank B = r.

4. Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì ïóíêòå ìû èññëå-
äóåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a11 x1 + a12 x2 + · · ·+a1nxn = b1,

a21 x1 + a21 x2 + · · ·+a2nxn = b2,(∗)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+amnxn = bm.



Ñ ñèñòåìîé (∗) ñâÿçàíû äâå ìàòðèöû

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 , B =




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


 ,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöåé ñèñòåìû è ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé
ñèñòåìû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøè-
ìîñòè ñèñòåìû (∗).
Òåîðåìà 1 (òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè). Ñèñòåìà (∗) èìååò õîòÿ áû
îäíî ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí ðàí-
ãó åå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû. Åñëè ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, òî ýòî ðåøåíèå
åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí ÷èñëó
íåèçâåñòíûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

a1 =




a11

a21

...
am1


 , a2 =




a12

a22

...
am2


 , . . . , =




a1n

a2n

...
amn


 ; b =




b1

b2

...
bm




� ñòîëáöû ìàòðèöû ñèñòåìû A è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷-
êà 〈a1, a2, . . . , an〉 ñòîëáöîâ ìàòðèöû ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåé-
íîé îáîëî÷êè 〈a1, a2, . . . , an, b〉 ñòîëáöîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû. Åñëè ó ñèñòå-
ìû åñòü ðåøåíèå α1, α2, . . . , αn, òî, î÷åâèäíî, α1a1 + α2a2 + . . . + αnan = b, ò.å.
b ∈ 〈a1, a2, . . . , an〉 è ïîòîìó 〈a1, a2, . . . , an〉 = 〈a1, a2, . . . , an, b〉; íî òîãäà

rankA = dim〈a1, a2, . . . , an〉 = dim〈a1, a2, . . . , an, b〉 = rank B.

Îáðàòíî, åñëè rank A = rank B, òî
dim〈a1, a2, . . . , an〉 = rank A = rank B = dim〈a1, a2, . . . , an, b〉,

ò.å. ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà 〈a1, a2, . . . , an〉 ðàâíà ðàçìåðíîñòè ñîäåðæàùåãî
åãî ïðîñòðàíñòâà 〈a1, a2, . . . , an, b〉, à ïîòîìó ïîäïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñî âñåì
ïðîñòðàíñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, ñòîëáåö b ∈ 〈a1, a2, . . . , an, b〉 = 〈a1, a2, . . . , an〉 ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ a1, a2, . . . , an, è ïîòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå
α1, α2, . . . , αn ∈ k, ÷òî α1a1 +α2a2 + . . .+αnan = b. Íî ýòî ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò,
÷òî α1, α2, . . . , αn � ðåøåíèå ñèñòåìû (∗).

Ïóñòü α1, α2, . . . , αn, β1, β2, . . . , βn � äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû; òîãäà
õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ α1 − β1, α2 − β2, . . . , αn − βn îòëè÷åí îò 0, íî
(α1−β1)a1 + . . .+(αn−βn)an = (α1a1 + . . .+αnan)−(β1a1 + . . .+βnan) = b−b = θ,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî ñòîëáöû a1, a2, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû, è ïîòîìó ðàçìåðíîñòü
èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ñòîëáöîâ, ò.å.

rankA = dim〈a1, a2, . . . , an〉 < n.

Îáðàòíî, ïóñòü rankA 6= n; ïîñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû íå áîëüøå êîëè÷åñòâà n
åå ñòîëáöîâ, èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî rankA < n. Òîãäà

dim〈a1, a2, . . . , an〉 = rank A < n,

è ïîòîìó ñòîëáöû a1, a2, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû, à çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ýëåìåí-
òû γ1, γ2, . . . , γn, íå âñå ðàâíûå 0 è òàêèå, ÷òî γ1a1 + γ2a2 + . . . + γnan = θ. Åñëè
ñèñòåìà (∗) èìååò ðåøåíèå α1, α2, . . . , αn, òî α1a1 + . . . + αnan = b, è ïîòîìó
(α1 +γ1)a1 + . . .+(αn +γn)an = (α1a1 + . . .+αnan)+(γ1a1 + . . .+γnan) = b+θ = b.



Òàêèì îáðàçîì, α1 + γ1, α2 + γ2, . . . , αn + γn � òîæå ðåøåíèå ñèñòåìû (∗), è îíî
îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî ðåøåíèÿ α1, α2, . . . , αn, ïîòîìó ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ýëå-
ìåíòîâ γi îòëè÷åí îò 0. Èòàê, åñëè ñèñòåìà (∗) èìååò ðåøåíèå è rank A 6= n, òî
ýòî ðåøåíèå íå åäèíñòâåííîå.

Î òåîðåìå Êðàìåðà. Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ñèñòåìà n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíû-
ìè, ìàòðèöà êîòîðîé îáðàòèìà, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò
æå ôàêò âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû Êðîíåêåðà-Êàïåëëè. Ïóñòü A è B � ìàòðèöà è
ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Îáå ýòè ìàòðèöû
ñîñòîÿò èç n ñòðîê, ïîýòîìó èõ ðàíãè íå ïðåâîñõîäÿò n. Äàëåå, ïîñêîëüêó ëè-
íåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñîäåðæèòñÿ â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ñòîëáöîâ
ìàòðèöû B, ðàíã ìàòðèöû A íå áîëüøå ðàíãà ìàòðèöû B. Íàêîíåö, îáðàòèìàÿ
ìàòðèöà � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà; ïîýòîìó, åñëè ìàòðèöà
A îáðàòèìà, òî åå ðàíã ðàâåí n. Èòàê, äëÿ ìàòðèöû A è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
B ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, ìàòðèöà êîòîðîé îáðàòèìà, âûïîëíÿ-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

n = rank A ≤ rankB ≤ n.

Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî êîãäà âñå íåðàâåíñòâà ñòàíîâÿòñÿ ðàâåíñòâàìè, ò.å. rankA =
rankB, rankA = n. Ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ ãà-
ðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû, à âòîðîå � åãî åäèíñòâåííîñòü.

Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçû-
âàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ñâîáîäíûå ÷ëåíû âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ðàâíû 0. Òà-
êèì îáðàçîì, îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé � ýòî ñèñòåìà âèäà

a11 x1 + a12 x2 + · · ·+a1nxn = 0,

a21 x1 + a21 x2 + · · ·+a2nxn = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+amnxn = 0.

Åñëè âñåì íåèçâåñòíûì ïðèäàòü çíà÷åíèå 0, òî ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, ðåøåíèå
íàøåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû; îíî íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì. Òàêèì îáðà-
çîì, ó îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âñåãäà åñòü ðåøåíèå � òðèâèàëü-
íîå; ÷àñòî áûâàåò âàæíî âûÿñíèòü, åñòü ëè ó ñèñòåìû íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ,
ò.å. òàêèå ðåøåíèÿ α1, . . . , αn, â êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò αi, 1 ≤ i ≤ n,
îòëè÷åí îò 0. Èç òåîðåìû ñðàçó âûòåêàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìåëà
íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû ýòîé
ñèñòåìû áûë ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàçàòü, ÷òî ó îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåò
íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé � ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ñêàçàòü, ÷òî ó íåå åñòü ëèøü îäíî
ðåøåíèå � òðèâèàëüíîå. Ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû áûë ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ. Ïîýòîìó
íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû
ñèñòåìû íå ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ; ïîñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû íå áîëü-
øå, ÷åì êîëè÷åñòâî åå ñòîëáöîâ, êîòîðîå ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ, ýòî âîçìîæíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.

Íåñìîòðÿ íà òðèâèàëüíîñòü ýòîé òåîðåìû, äâà ñëåäñòâèÿ èç íåå îêàçûâàþòñÿ
î÷åíü ÷àñòî ïîëåçíûìè.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÷èñëî óðàâíåíèé
ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû m ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Ðàíã ìàòðèöû A íå áîëüøå, ÷åì ÷èñëî åå ñòðîê, ò.å. ÷èñëî
m óðàâíåíèé ñèñòåìû. Åñëè m < n, òî rankA ≤ m < n, è ïî òåîðåìå 2 ñèñòåìà
èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà ýòîé
ñèñòåìû âûðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ n íåèçâåñòíûìè. Ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ïî òåîðåìå 2 ñèñòåìà
èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rankA < n, ò.å. êîãäà
ìàòðèöà A âûðîæäåíà.

Ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé íåäíîðîäíîé è îäíîðîäíîé ñèñòåì. . Ìû
óæå èñïîëüçîâàëè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòðè÷íóþ çàïèñü

A




x1

...
xn


 =




b1

...
bm


 .

Òåïåðü ìû åùå áîëüøå ñîêðàòèì åå, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñòîëáöîâ íåèçâåñòíûõ
è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

X =




x1

...
xn


 , b =




b1

...
bm


 ;

òåïåðü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿ ñîâñåì êîðîòêî:
AX = b.

Ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöû X0 ∈ kn, òàêèå ÷òî AX0 = b.
Íàðÿäó ñ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = b ìû áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ñ òîé æå ìàòðèöåé AX = θ. Óñòàíîâèì, êàê
ñâÿçàíû ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X,Y ⊆ kn � ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
AX = b è îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ òîé æå ìàòðèöåé AX = θ, è ïóñòü X0 ∈ X �
êàêîå-òî ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Åñëè Y0 ∈ Y � ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîä-
íîé ñèñòåìû, òî X0 + Y0 � òîæå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Äëÿ âñÿêîãî
ðåøåíèÿ X1 ∈ X íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû íàéäåòñÿ òàêîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé
ñèñòåìû Y0 ∈ Y, ÷òî X1 = X0 + Y0.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç X0 + Y ìíîæåñòâî âñåõ ñòîëáöîâ âèäà
X0 + Y0, ãäå Y0 ∈ Y, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðèìåò âèä: X = X0 + Y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X0 ∈ X, Y0 ∈ Y, òî AX0 = b, AY0 = θ, è ïîòîìó
A(X0 + Y0) = AX0 + AY0 = b + θ = b,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî X0+Y0 ∈ X. ïóñòü òåïåðü X1 ∈ X � åùå îäíî ðåøåíèå íåîäíîðîä-
íîé ñèñòåìû; ýòî çíà÷èò, ÷òî AX1 = b. Ïîëîæèì Y0 = X1−X0; òîãäà X1 = X0+Y0

è, êðîìå òîãî,
AY0 = A(X1 −X0) = AX1 −AX0 = b− b = θ,

ò.å. Y0 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû, è Y0 ∈ Y.

Ïîäðîáíåå î ñòðîåíèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ìû ïîãîâîðèì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.



5. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü U è V � äâà âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì k. Îòîáðàæåíèå A : U → V íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u, u′ ∈ U è ëþáîãî α ∈ k âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ A(u + u′) = A(u) +A(u′), A(αu) = αA(u).

×àñòî áûâàåò ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé U è V ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðî-
ñòðàíñòâà íàä ðàçíûìè ïîëÿìè. Åñëè A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì U â
V , ðàññìàòðèâàåìûìè êàê ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî A �
k-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, èëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íàä ïîëåì k.

Èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ñðàçó ñëåäóþò "ïóñòÿêîâûå òåîðåìû"
î ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿõ.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü U , V � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, è ïóñòü
A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà U â ïðîñòðàíñòâî V . Òîãäà:

(1) A(θU ) = θV ;
(2) A(−u) = −A(u) äëÿ ëþáîãî u ∈ U ;
(3) A(u1 + . . .+un) = A(u1)+ . . .+A(un) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u1, . . . , un ∈ U ;
(4) A(α1u1 + . . . + αnun) = α1A(u1) + . . . + αnA(un) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ

u1, . . . , un ∈ U è ëþáûõ α1, . . . , αn ∈ k.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) A(θU ) = A(θU + θU ) = A(θU ) +A(θU ), è ïîòîìó

θV = −A(θU ) +A(θU ) = −A(θU ) + (A(θU ) +A(θU )) =

= (−A(θU ) + (A(θU )) +A(θU ) = θV +A(θU ) = A(θU ).

(2) A(−u) = A((−1)u) = (−1)A(u) = −A(u).
(3) Èíäóêöèÿ ïî n.
(4) Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A(αiui) = αiA(ui) äëÿ âñåõ i,

1 ≤ i ≤ n, à òîãäà ïî ñâîéñòâó (3)
A(α1u1 + . . . + αnun) = α1A(u1) + . . . + αnA(un).

Êàê è ïðè îïðåäåëåíèè ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîëåçíî äàòü íåñêîëüêî áîëåå ñëàáóþ
ôîðìó îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü U , V � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, è ïóñòü
A � îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà U â ïðîñòðàíñòâî V . Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîáðà-
æåíèå A áûëî ëèíåéíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ u, u′ ∈ U
è ëþáîãî α ∈ k âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå A(αu + u′) = αA(u) +A(u′).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà: åñëè A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òî
A(αu + u′) = A(αu) +A(u′) = αA(u) +A(u′). Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïîëàãàÿ â
ñîîòíîøåíèè A(αu+u′) = αA(u)+A(u′) ñíà÷àëà α = 1, à çàòåì u′ = θ, ïîëó÷èì:

A(u + u′) = A(1 · u + u′) = 1 · A(u) +A(u′) = A(u) +A(u′),

A(αu) = A(αu + θ) = αA(u) +A(θ) = αA(u) + θ = αA(u),
à ýòî è çíà÷èò, ÷òî îòîáðàæåíèå A ëèíåéíî.

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì îáû÷íî ïîä÷åðêèâàòü ôóíêöèîíàëüíûé õàðàêòåð
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è ðàññìàòðèâàòü åãî äåéñòâèå íà âåêòîð êàê óìíîæåíèå;
ïîýòîìó îáû÷íî ìû áóäåì ïèñàòü Au âìåñòî A(u).

Ïî÷òè âñÿ ìàòåìàòèêà çàíèìàåòñÿ èññëåäîâàíèåì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Ïðè-
âåäåì ëèøü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1. Ïðîåêöèÿ âåêòîðîâ â òðåõìåðíîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íà êàêóþ-òî
ïëîñêîñòü èëè ïðÿìóþ � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

2. Ïîâîðîò âñåõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà îäèí
è òîò æå óãîë, à òàêæå çàìåíà âåêòîðà íà ñèììåòðè÷íûé ñ íèì îòíîñèòåëüíî



íåêîòîðîé ïðÿìîé � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè
â ñåáÿ.

3. Âåêòîðíîå óìíîæåíèå òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ íà íåêîòîðûé
ôèêñèðîâàííûé âåêòîð � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà òðåõìåðíûõ âåê-
òîðîâ â ñåáÿ, à ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå íà íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé âåêòîð � ëè-
íåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ â ïîëå
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

4. Ïóñòü C1(0, 1) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îò-
ðåçêå (0, 1) ôóíêöèé. Âçÿòèå ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ýòî-
ãî ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà (0, 1) ôóíêöèé. Óìíîæåíèå
íà ëþáóþ ôóíêöèþ èç C1(0, 1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà
C1(0, 1) â ñåáÿ.

5. Ïóñòü k � ïîëå; óìíîæåíèå íà ëþáîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ k[x] è âçÿòèå ïðî-
èçâîäíîé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ k[x] â
ñåáÿ (íàä ïîëåì k). Ýòè ïðèìåðû � àëãåáðàè÷åñêèå àíàëîãè ïðèìåðîâ èç ïóíêòà
4.

6. Âçÿòèå ñîïðÿæåííîãî äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà èëè äëÿ êâàòåðíèîíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé R-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà C (ñîîòâåòñòâåííî, H) â
ñåáÿ.

7. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì èç ïðîñòðàí-
ñòâà km×n â ïðîñòðàíñòâî kn×m.

8. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü A ∈ km×n � ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç k, ñîñòîÿùàÿ
èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A : kn → km, ïîëîæèâ A(X) =
AX äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà X ∈ kn. Èç ñâîéñòâ äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè ñëåäóåò,
÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî.

Â çàêëþ÷åíèå îïðåäåëèì ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ñóùåñòâóþò äëÿ
ëþáûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü U , V � ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîò-
âåòñòâèå ëþáîìó âåêòîðó èç U íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V , ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì îòîáðàæåíèåì; îíî íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç O. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò íå îá îäíîì ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè:
äëÿ êàæäîé ïàðû ïðîñòðàíñòâ åñòü ñâîå íóëåâîå îòîáðàæåíèå.

Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà V åãî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì; îíî îáîçíà÷àåòñÿ E (èëè EV , åñëè íóæíî ÿâíî îáîçíà÷èòü ïðîñòðàí-
ñòâî, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ýòî îòîáðàæåíèå) è íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì îòîáðà-
æåíèåì.

ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü U è V � äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâà íàä ïîëåì k, è ïóñòü A : U → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. ßäðîì A íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ u ∈ U , òàêèõ ÷òî Au = θ; ÿäðî îòîáðàæåíèÿ A
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç KerA. Ïóñòü òåïåðü U0 � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî U ; îáîçíà÷èì
÷åðåç AU0 ìíîæåñòâî âñåõ òåõ âåêòîðîâ v ∈ V , äëÿ êîòîðûõ åñòü òàêîé ýëåìåíò
u0 ∈ U0 (ïðîîáðàç v), ÷òî Au0 = v. Òàêèì îáðàçîì, AU0 = {Au |u ∈ U0}. Â
÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî AU íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A è îáî-
çíà÷àåòñÿ ImA.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü U è V � äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, è
ïóñòü A : U → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà åãî ÿäðî KerA ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà U . Äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U0 ïðîñòðàí-
ñòâà U ìíîæåñòâî AU0 � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V ; â ÷àñòíîñòè,
ïîäïðîñòðàíñòâîì V ÿâëÿåòñÿ îáðàç ImA = AU .



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u, u′ ∈ KerA; ýòî çíà÷èò, ÷òî Au = Au′ = θ. Åñëè α �
ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ k, òî A(αu+u′) = αAu+Au′ = θ, ò.å. αu+u′ ∈ KerA. Ïî ïðè-
çíàêó ïîäïðîñòðàíñòâà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî KerA � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
U .

Ïóñòü òåïåðü v, v′ ∈ AU0; òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû u, u′ ∈ U0, ÷òî
Au = v, Au′ = v′. Åñëè α � ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ k, òî αu + u′ ∈ U0, ïîòîìó ÷òî
U0 � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà U , è

αv + v′ = αAu +Au′ = A(αu + u′) ∈ AU0;

ïî ïðèçíàêó ïîäïðîñòðàíñòâà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî AU0 � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà V .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A : U → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
íàä ïîëåì k, è ïóñòü ïðîñòðàíñòâî U êîíå÷íîìåðíî. Òîãäà ÿäðî è îáðàç A ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, è

dim U = dimKerA+ dim ImA.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßäðî KerA îòîáðàæåíèÿA ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì êîíå÷-
íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà U è ïîòîìó îíî òîæå êîíå÷íîìåðíî. Ïóñòü u1, . . . , um �
êàêîé-òî áàçèñ ÿäðà KerA; òîãäà u1, . . . , um � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû ïðî-
ñòðàíñòâà U , è èõ ìîæíî âêëþ÷èòü â íåêîòîðûé áàçèñ u1, . . . , um, um+1, . . . , un

ïðîñòðàíñòâà U . Âñå áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû óäîñòîâåðèìñÿ â òîì, ÷òî âåêòîðû
Aum+1, . . . ,Aun ñîñòàâëÿþò áàçèñ îáðàçà ImA; äåéñòâèòåëüíî, òîãäà

dimKerA = m, dim ImA = n−m, dimU = n,

è ñîîòíîøåíèå dim U = dim KerA+ dim ImA âûïîëíÿåòñÿ.
Åñëè v ∈ ImA, òî ñóùåñòâóåò âåêòîð u ∈ U , òàêîé ÷òî Au = v; ïîñêîëüêó

u1, . . . , um, um+1, . . . , un � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U , âåêòîð u ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
u = α1u1 + . . . + αmum + αm+1um+1 + . . . + αnun, è ïîòîìó

v = Au = A(α1u1 + . . . + αmum + αm+1um+1 + . . . + αnun) =
= α1Au1 + . . . + αmAum + αm+1Aum+1 + . . . + αnAun =

= α1θ + . . . + αmθ + αm+1Aum+1 + . . . + αnAun = αm+1Aum+1 + . . . + αnAun.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû Aum+1, . . . ,Aun ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî ImA; ïîêà-
æåì, ÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü αm+1Aum+1 + . . . + αnAun = θ, ãäå âñå
êîýôôèöèåíòû αm+1, . . . , αn ïðèíàäëåæàò ïîëþ k; òîãäà

A(αm+1um+1 + . . . + αnun) = θ,

è ïîòîìó âåêòîð αm+1um+1+. . .+αnun ïðèíàäëåæèò ÿäðó KerA îòîáðàæåíèÿ A.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ u1, . . . , um,
ñîñòàâëÿþùèõ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà KerA, ò.å.

αm+1um+1 + . . . + αnun = α1u1 + . . . + αmum

äëÿ íåêîòîðûõ α1, . . . , αm ∈ k; òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

(−α1)u1 + . . . + (−αm)um + αm+1um+1 + . . . + αnun

ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó, à ïîòîìó âñå åå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0. Â ÷àñòíîñòè,
αm+1 = . . .=αn =0. Èòàê, âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ Aum+1, . . . ,Aun,
ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó θ, ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé, à ýòî
çíà÷èò, ÷òî âåêòîðû Aum+1, . . . ,Aun ëèíåéíî íåçàâèñèìû.



Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìû
ñåé÷àñ ïðèìåíèì òåîðåìó 1 ê ëèíåéíûì îòîáðàæåíèÿì èç ïðèìåðà 8.

Ëåììà 1. Ïóñòü k � ïîëå, A ∈ km×n è ïóñòü A : kn → km � ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé: A(X0) = AX0 äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà X0 ∈ kn.
Òîãäà KerA ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé AX = θ, à ImA ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. Ñòîëáåö X0 ∈ kn òîãäà è òîëüêî
òîãäà ïðèíàäëåæèò ÿäðó îòîáðàæåíèÿ A, êîãäà θ = A(X0) = AX0, ò.å. êîãäà
ñòîëáåö X0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé AX = θ. Äàëåå, ïóñòü a1, . . . , an � ñòîëáöû ìàòðèöû A; òîãäà îáðàç îòîáðà-
æåíèÿ A ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ âèäà

A




α1

...
αn


 = A




α1

...
αn


 =

(
a1 . . . an

)



α1

...
αn


 = a1α1 + . . . + anαn,

ãäå α1, . . . , αn ∈ k, ò.å. ýòîò îáðàç ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ëèíåéíûõ êîìáè-
íàöèé ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü k � ïîëå. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû m ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèÿ ñ n íåèçâåñòíûìè AX = θ, ãäå A ∈ km×n � ìàòðèöà ñèñòåìû,
ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà kn, è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé ýòîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ðàâíà n− r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç ëåììû 1. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé Y ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ KerA è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
ïðîñòðàíñòâà kn. Ïîñêîëüêó ImA � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A,
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ImA ðàâíà ðàíãó ìàòðèöû A. Ïî òåîðåìå 1

dim Y = dimKerA = dim kn − dim ImA = n− r.

Äåéñòâèÿ íàä ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Õîòÿ îñíîâíîé öåëüþ, äëÿ êîòîðîé
ìû ñòàëè ðàññìàòðèâàòü çäåñü ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, áûëî äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 2, ìû ïðèâåäåì çäåñü åùå íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ôàêòû î ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèÿõ.

Ïóñòü U , V � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì k; ñóììîé
äâóõ îòîáðàæåíèé A,B : U → V à ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòà α ∈ k íà îòîáðàæåíèå
A íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèå A+ B, αA : U → V , çàäàííûå ôîðìóëàìè:

(A+ B)u = Au + Bu, (αA)u = α(Au) äëÿ âñåõ u ∈ U.

Ïóñòü òåïåðü W � åùå îäíî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k; ïðîèçâåäåíèåì îòîáðà-
æåíèé A : V → W , B : U → V íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå AB : U → W , çàäàííîå
ôîðìóëîé

(AB)u = A(Bu) äëÿ âñåõ u ∈ U.

Ìû âèäèì, ÷òî, êàê è äëÿ ìàòðèö, ñóììà è ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé íå âñåãäà
îïðåäåëåíû: ñóììà îïðåäåëåíà, åñëè "íà÷àëà" è "êîíöû" ñëàãàåìûõ îäèíàêîâû,
à ïðîèçâåäåíèå � åñëè "íà÷àëî"ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ "êîíöîì" âòî-
ðîãî.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ñóììà, ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (åñëè îíè îïðå-
äåëåíû) è ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòà èç îñíîâíîãî ïîëÿ íà ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
� ñíîâà ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A, B � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, α ∈ k, è ïóñòü U � òî
ïðîñòðàíñòâî, èç êîòîðîãî äåéñòâóåò îòîáðàæåíèå B. Äëÿ ëþáûõ u, u′ ∈ U è
ëþáîãî β ∈ k ïîëó÷àåì, ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ îòîáðàæåíèé è îïðåäåëåíèÿìè
äåéñòâèé íàä íèìè (åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñóììà A + B, à â òðåòüåì
� ïðîèçâåäåíèå AB):

(A+ B)(βu + u′) = A(βu + u′) + B(βu + u′) = βAu +Au′ + βBu + Bu′ =

= β(Au + Bu) + (Au′ + Bu′) = β(A+ B)u + (A+ B)u′;

(αA)(βu + u′) = α(A(βu + u′)) = α(βAu +Au′) = β(αAu) + αAu′ =

= β(αA)u + (αA)u′;

(AB)(βu + u′) = A(Bβu + u′) = A(βBu + Bu′) = βA(Bu) +A(Bu′) =

= β(AB)u + (AB)u′.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ è îçíà÷àþò, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå îòîáðàæåíèÿ ëèíåéíû.

Äåéñòâèÿ íàä îòîáðàæåíèÿìè îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è äåéñòâèÿ
íàä ìàòðèöàìè, òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ âûãëÿäÿò åñòåñòâåííåå è äîêàçûâàþòñÿ
ïðîùå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè. Ïðèâåäåì ýòè
ñâîéñòâà. Âñþäó ÷åðåç A, B, C îáîçíà÷åíû ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, à ÷åðåç α, β
� ýëåìåíòû ïîëÿ k. Êàê è äëÿ ñâîéñòâ äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè, ìíîãèå èç ýòèõ
ñâîéñòâ íàäî ÷èòàòü òàê: åñëè îïðåäåëåíà îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà, òî îïðåäåëåíà
è äðóãàÿ, è îíè ðàâíû.

(1) (A+ B) + C = A+ (B + C);
(2) A+ B = B +A;
(3) A+O = A;
(4) A+ (−1)A = O;
(5) α(A+ B) = αA+ αB;
(6) (α + β)A = αA+ βA;
(7) 1 · A = A;
(8) (αβ)A = α(βA);
(9) (AB)C = A(BC);
(10) A(B + C) = AB +AC;
(11) (A+ B)C = AC + BC;
(12) EA = A, AE = A;
(13) α(AB) = (αA)B = A(αB).
Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî óìíîæåíèå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé àññîöèàòèâíî.

Ïóñòü A : W → P , B : V → W , C : U → V � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ; òîãäà
äëÿ ëþáîãî u ∈ U

((AB)C)u = (AB)(Cu) = A(B(Cu)) = A(BC)u) = (A(BC))u,

ò.å. îòîáðàæåíèÿ (AB)C è A(BC) ñîâïàäàþò.

Èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü U , V � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
íàä ïîëåì k. Âñÿêîå áèåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : U → V íàçûâàåòñÿ
èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà U íà ïðîñòðàíñòâî V ; åñëè èçîìîðôèçì U íà V
ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà U è V èçîìîðôíû.

Ïóñòü A : U → V � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì k; òîãäà
îòîáðàæåíèå A áèåêòèâíî, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå B : V →
U , ò.å. òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ U , v ∈ V âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
A(Bv) = v, B(Au) = u. Êàê èçâåñòíî, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå B òîæå áèåêòèâíî;
ïîêàæåì, ÷òî îíî åùå è ëèíåéíî, ò.å. òîæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v, v′ ∈ V è ëþáîãî α ∈ k ìû



èìååì:
A(B(αv + v′)) = αv + v′ = αA(Bv) +A(Bv′) = A(αBv + Bv′).

Ïîñêîëüêó A � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B(αv+v′) = αBv+
Bv′ äëÿ ëþáûõ v, v′ ∈ V , α ∈ k, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå B ëèíåéíî.

Èçîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâû ïî ñâîåé ñòðóêòóðå, õîòÿ ïðèðîäà èõ
ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íà (ïðèìåð � ïðîñòðàíñòâî "ãåîìåòðè÷åñêèõ" âåê-
òîðîâ è R3). Â ÷àñòíîñòè, åñëè A : U → V � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
íàä ïîëåì k, è U0 � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà U , òî ïðî-
ñòðàíñòâî AU0 ⊆ V òîæå êîíå÷íîìåðíî è åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà ðàçìåðíîñòè
U0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A0 : U0 → V � îãðàíè÷åíèå íà U0 îòîáðàæåíèÿ A; î÷å-
âèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå A0 ëèíåéíî, KerA0 = KerA = {θ}, ImA0 = A0U0 = AU0,
è ïîòîìó

dimAU0 = dim ImA0 = dim U0 − dimKerA0 = dim U0.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü A : U → V � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
íàä ïîëåì k.

(1) Åñëè âåêòîðû u1, . . . , um ∈ U ïîðîæäàþò ïîäïðîñòðàíñòâî U0 ïðîñòðàí-
ñòâà U , òî âåêòîðû Au1, . . . ,Aum ïîðîæäàþò ïîäïðîñòðàíñòâî AU0

ïðîñòðàíñòâà V .
(2) Åñëè âåêòîðû u1, . . . , um ∈ U ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî è âåêòîðû

Au1, . . . ,Aum ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
(3) Åñëè U0 � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà U , òî AU0 �

êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , è dimAU0 = dim U0.
(4) Åñëè ïðîñòðàíñòâî U êîíå÷íîìåðíî, òî ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî,

è dim U = dim V .
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü U0 ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè u1, . . . , um; òîãäà U0 =
{α1u1 + . . . + αnun |α1, . . . , αn ∈ k}, è ïîòîìó

AU0 = {Au |u ∈ U0} = {A(α1u1 + . . . + αnun) |α1, . . . , αn ∈ k} =

= {α1Au1 + . . . + αnAun |α1, . . . , αn ∈ k},
ò.å. AU0 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ Au1, . . . ,Aum.

(2) Åñëè âåêòîðû Au1, . . . ,Aum ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñóùåñòâóþò òàêèå
α1, . . . , αn ∈ k, íå âñå ðàâíûå 0, ÷òî α1Au1 + . . . + αnAun = θ. Òîãäà

A(α1u1 + . . . + αnun) = α1Au1 + . . . + αnAun = θ = A(θ),

è, ïîñêîëüêó A � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, α1u1+. . .+αnun = θ; íî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âåêòîðû u1, . . . , um ëèíåéíî çàâèñèìû.

(3) Åñëè u1, . . . , um � áàçèñ U0, òî âåêòîðû Au1, . . . ,Aum ïîðîæäàþò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî AU0 ïî ñâîéñòâó (1) è ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ñâîéñòâó (2); òàêèì
îáðàçîì, Au1, . . . ,Aum � áàçèñ AU0, è ïîòîìó dimAU0 = m = dim U0.

(4) Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå A ñþðúåêòèâíî, AU = V ; ïî ñâîéñòâó (3) òîãäà
dim V = dimAU = dim U .

Óêàæåì âàæíåéøèé ïðèìåð èçîìîðôèçìà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü V �
êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, è ïóñòü v1, . . . , vn � åãî áàçèñ.
Òîãäà îòîáðàæåíèå Φv1,...,vn , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ñòîëáöó X = (α1, . . . , αn)T

âåêòîð

(v1, . . . , vn)X = (v1, . . . , vn)




α1

...
αn


 = α1v1 + . . . + αnvn,

êàê è îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå Ψv1,...,vn , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó âåêòîðó
èç V ñòîëáåö åãî êîîðäèíàò, ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.



Äåéñòâèòåëüíî, îíè áèåêòèâíû (íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàò-
íûìè îòîáðàæåíèÿìè) è ëèíåéíû � äëÿ îòîáðàæåíèÿ Φv1,...,vn ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ
îòîáðàæåíèÿ Ψv1,...,vn

ýòî ðàâíîñèëüíî èçâåñòíîìó íàì ôàêòó î òîì, ÷òî ñòîëáåö
êîîðäèíàò ñóììû âåêòîðîâ ðàâåí ñóììå ñòîëáöîâ êîîðäèíàò ñëàãàåìûõ, à ñòîë-
áåö êîîðäèíàò ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòà èç k íà âåêòîð ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýòîãî
ýëåìåíòà íà ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n èçìîðôíî àðèôìåòè÷åñêîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó
ðàçìåðíîñòè n; îäíàêî, ýòîò èçîìîðôèçì íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì � îí çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà.

Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü U , V � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, è ïóñòü A : U → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Âûáåðåì
áàçèñû u1, . . . , un è v1, . . . , vm ïðîñòðàíñòâ U è V ; âåêòîðû Au1, . . . ,Aun ïðèíàä-
ëåæàò ïðîñòðàíñòâó V è ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòîâ
áàçèñà v1, . . . , vm. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò (î÷åâèäíî, åäèíñòâåííûå) ýëåìåí-
òû Aij ∈ k, òàêèå ÷òî

Au1 =A11 v1 + A21 v2 + · · ·+ Am1vm,

Au2 =A12 v1 + A22 v2 + · · ·+ Am2vm,

· · · ·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Aun =A1nv1 + A2n v2 + · · ·+ Amnvm.

Ìàòðèöà

A =




A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Am1 Am2 . . . Amn




íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A â áàçèñàõ u1, . . . , un è v1, . . . , vm.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýëåìåíòû â ìàòðèöå A ðàñïîëîæåíû íå òàì, ãäå
îíè áûëè â ïðåäøåñòâóþùåé ñèñòåìå ðàâåíñòâ, à íà ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
äèàãîíàëè ïîçèöèÿõ.

Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ óäîáíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé
ôîðìå: A � ýòî òàêàÿ ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ k, ÷òî

A(u1, . . . , un) = (Au1, . . . ,Aun) = (v1, . . . , vm)A

(ïîñêîëüêó âåêòîðû v1, . . . , vm ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ìàòðèöà A îïðåäåëÿåòñÿ
ýòèì ñîîòíîøåíèåì îäíîçíà÷íî).

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü u1, . . . , un è v1, . . . , vm � áàçèñû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
U è V íàä ïîëåì k, è ïóñòü A : U → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, à A � ìàòðèöà
îòîáðàæåíèÿ A â âûáðàííûõ áàçèñàõ. Äàëåå, ïóñòü u ∈ U , à X = (x1, . . . , xn)T,
Y = (y1, . . . , ym)T � ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðîâ u ∈ U , Au ∈ V â òåõ æå
áàçèñàõ. Òîãäà Y = AX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèÿì ñòîëáöîâ êîîðäèíàò è ìàòðèöû ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ ìû èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

u = (u1, . . . , un)X, Au = (v1, . . . , vm)Y, A(u1, . . . , un) = (v1, . . . , vm)A;

ïîëüçóÿñü àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïîëó÷àåì îòñþäà:
(v1, . . . , vm)Y = Au = A(

(u1, . . . , un)X
)

=
(A(u1, . . . , un)

)
X =

=
(
(v1, . . . , vm)A

)
X = (v1, . . . , vm)(AX).

Èç òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (v1, . . . , vm) íà
ñòîëáöû Y,AX ∈ km ñîâïàäàþò, ñëåäóåò, ÷òî Y = AX.



Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü u1, . . . , un è v1, . . . , vm � áàçèñû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
U è V íàä ïîëåì k, è ïóñòü A : U → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, à A � ìàòðèöà
îòîáðàæåíèÿ A â âûáðàííûõ áàçèñàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ : kn → km îòîáðà-
æåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ñòîëáöó X ∈ kn ñòîëáåö AX ∈ km. Òîãäà
îòîáðàæåíèÿ Φv1,...,vmA′ è AΦu1,...,un ïðîñòðàíñòâà kn â ïðîñòðàíñòâî V ñîâ-
ïàäàþò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ∈ kn � ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà u ∈ U â áàçèñå
u1, . . . , un, Y ∈ km � ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà Au ∈ V â áàçèñå v1, . . . , vm. Èç
îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìîâ Φu1,...,un

, Φv1,...,vm
ñëåäóåò, ÷òî

u = Φu1,...,unX, Au = Φv1,...,vmY,

à èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ � ÷òî Y = AX. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî
ñòîëáöà X ∈ kn

AΦu1,...,un
X = Au = Φv1,...,vm

Y = Φv1,...,vm
AX = Φv1,...,vm

A′X.

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå óäîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùåé äèàãðàììîé,
íà êîòîðîé äëÿ êðàòêîñòè èçîìîðôèçìû Φu1,...,un

è Φv1,...,vm
îáîçíà÷åíû ÷åðåç

Φ[u] è Φ[v]:

(∗)
kn A′−−−−→ km

Φ[u]

y
yΦ[v]

U −−−−→
A

V.

Äâèãàÿñü ïî ñòðåëêàì, ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè ïîïàñòü èç kn â V ; ïî äîêàçàííî-
ìó ïðåäëîæåíèÿ, îáà ñïîñîáà äàþò îäíî è òî æå îòîáðàæåíèå. Òàêèå äèàãðàììû
íàçûâàþòñÿ êîììóòàòèâíûìè, à ñàìî óòâåðæäåíèå ìîæíî êðàòêî ñôîðìóëèðî-
âàòü òàê: äèàãðàììà (∗) êîììóòàòèâíà.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A : U → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îäíîãî êîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå, à A � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â êàêèõ-òî áàçèñàõ
ïðîñòðàíñòâ U , V . Òîãäà rankA = dim ImA.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 7 ïîêàæåì, ÷òî ImA = Φ[v] ImA′;
ïîñêîëüêó, êàê ìû óæå çíàåì, dim ImA′ = rank A, è ïîñêîëüêó Φ[v] � èçîìîðôèçì,
îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî dim ImA = dim ImA′ = rank A. Íî ñîîòíîøåíèå
ImA = Φ[v] ImA′ ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 7; äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå
Φ[u] ñþðúåêòèâíî, è ïîòîìó

ImA = {Au |u ∈ U} = {AΦ[u]X |X ∈ kn} =

= {Φ[v]A′X |X ∈ kn} = {Φ[v]Y |Y ∈ ImA′}.
Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü A : U → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ íàä ïîëåì k, è ïóñòü u1, . . . , un, u′1, . . . , u

′
n � äâà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà

U , à v1, . . . , vm, v′1, . . . , v
′
m � äâà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V . Äàëåå, ïóñòü C � ìàò-

ðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà u1, . . . , un ê áàçèñó u′1, . . . , u
′
n, D � ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò áàçèñà v1, . . . , vm ê áàçèñó v′1, . . . , v
′
m, A � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â áàçè-

ñàõ u1, . . . , un, v1, . . . , vm, A′ � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â áàçèñàõ u′1, . . . , u
′
n,

v′1, . . . , v
′
m. Òîãäà A′ = D−1AC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèÿì ìàòðèöû ïåðåõîäà îòî îäíîãî áàçèñà ê äðó-
ãîìó è ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ìû èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(u′1, . . . , u
′
n) = (u1, . . . , un)C, (v′1, . . . , v

′
m) = (v1, . . . , vm)D,

A(u1, . . . , un) = (v1, . . . , vm)A, A(u′1, . . . , u
′
n) = (v′1, . . . , v

′
m)A′;



ïîëüçóÿñü àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïîëó÷àåì îòñþäà:
A(u′1, . . . , u

′
n) = A(

(u1, . . . , un)C
)

=
(A(u1, . . . , un)

)
C =

=
(
(v1, . . . , vm)A

)
C = (v1, . . . , vm)(AC).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
A(u′1, . . . , u

′
n) = (v′1, . . . , v

′
m)A′ =

(
(v1, . . . , vm)D

)
A′ = (v1, . . . , vm)(DA′).

Èç òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (v1, . . . , vm) íà
ìàòðèöû AC,DA′ ∈ km×n ñîâïàäàþò, ñëåäóåò, ÷òî AC = DA′, ò.å.

A′ = (D−1D)A′ = D−1(DA′) = D−1AC.

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü A,B : U → V � äâà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâ U â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä òåì æå ïîëåì k, è ïóñòü
u1, . . . , un, v1, . . . , vm � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ U è V . Ïóñòü, äàëåå, A, B � ìàò-
ðèöû îòîáðàæåíèé A, B â âûáðàííûõ áàçèñàõ. Òîãäà ìàòðèöà ñóììû A + B â
òåõ æå áàçèñàõ ðàâíà A + B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ìû èìååì
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

A(u1, . . . , un) = (v1, . . . , vm)A, B(u1, . . . , un) = (v1, . . . , vm)B.

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ñóììû îòîáðàæåíèé, ïîëó÷àåì:
(A+ B)(u1, . . . , un) = ((A+ B)u1, . . . , (A+ B)un) = (Au1 + Bu1, . . . ,Aun + Bun) =

= (Au1, . . . ,Aun) + (Bu1, . . . ,Bun) =

= (v1, . . . , vm)A + (v1, . . . , vm)B = (v1, . . . , vm)(A + B),

à ýòî è çíà÷èò, ÷òî A + B � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A+ B.
Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâ
U â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä òåì æå ïîëåì k, è ïóñòü u1, . . . , un, v1, . . . , vm

� áàçèñû ïðîñòðàíñòâ U è V . Ïóñòü, äàëåå, A � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â âû-
áðàííûõ áàçèñàõ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ k ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ aA â òåõ æå
áàçèñàõ ðàâíà aA.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü U , V , W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è
òåì æå ïîëåì k, è ïóñòü A : V → W , B : U → V � ëèíåéíûå îòîáðàæå-
íèÿ. Ïóñòü, äàëåå, u1, . . . , un, v1, . . . , vm, w1, . . . , wp � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ U ,
V , W . Åñëè A � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â áàçèñàõ v1, . . . , vm, w1, . . . , wp, à B
� ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ B â áàçèñàõ u1, . . . , un, v1, . . . , vm, òî ìàòðèöà ïðîèç-
âåäåíèÿ îòîáðàæåíèé A, B â áàçèñàõ u1, . . . , un, w1, . . . , wp ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
AB ìàòðèö ñîìíîæèòåëåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ìû èìååì
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

A(v1, . . . , vm) = (w1, . . . , wp)A, B(u1, . . . , un) = (v1, . . . , vm)B.

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé, ïîëó÷àåì:
(AB)(u1, . . . , un) = A(B(u1, . . . , un)

)
= A(

(v1, . . . , vm)B
)

=
(A(v1, . . . , vm)

)
B =

=
(
(w1, . . . , wp)A

)
B = (w1, . . . , wp)(AB),

à ýòî è çíà÷èò, ÷òî AB � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ AB.
Äîêàçàííûå ïðåäëîæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êàçàâøèåñÿ èñêóññòâåííûìè îïðå-

äåëåíèÿ äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè î÷åíü
åñòåñòâåííûõ äåéñòâèé íàä îòîáðàæåíèÿìè.


