
Ãëàâà II. Êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ

1. Î ñëåäñòâèÿõ êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è
äèñòðèáóòèâíîñòè

Ñóììû. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A çàäàíà áèíàðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ñëî-
æåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà, ò.å. (a+ b)+ c = a+(b+ c)
äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ A. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóììà a + b + c íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ìû
ðàññòàâèì ñêîáêè, Íåòðóäíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ
ëþáûõ êîíå÷íûõ ñóìì. Íàïðèìåð, ïðè ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ âñå 5 ñóìì

a+(b+(c+d)), a+((b+c)+d), (a+b)+(c+d), ((a+b)+c)+d, (a+(b+c))+d

ðàâíû. Ïîýòîìó êîíå÷íûå ñóììû a1 + a2 + · · · + an (åñëè, êîíå÷íî, ñëîæåíèå
àññîöèàòèâíî) îáû÷íî çàïèñûâàþòñÿ áåç ñêîáîê; êàê áû ìû íè ãðóïïèðîâàëè
ñëàãàåìûå òàê, ÷òîáû êàæäûé ðàç ñêëàäûâàëèñü äâà ýëåìåíòà, ðåçóëüòàò âñåãäà
áóäåò îäèí è òîò æå. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ â ñóììå ìåíÿòü
íåëüçÿ.

Îäíàêî, åñëè ñëîæåíèå íå òîëüêî àññîöèàòèâíî, íî è êîììóòàòèâíî, ò.å. a+b =
b + a äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, òî, êàê ëåãêî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ñëàãàåìûå â
êîíå÷íîé ñóììå ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì
çàïèñûâàòü ñóììó íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîìîùè çíàêà

∑
. Âûðàæåíèÿ

n∑

i=1

xi,
∑

s∈S

s,
∑

i∈I

ai

îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñóììó ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn ∈ A, ñóììó âñåõ ýëåìåí-
òîâ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S ⊂ A è ñóììó ýëåìåíòîâ ai ∈ A, çàíóìåðîâàííûõ
ýëåìåíòàìè èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà I. ×àñòî áûâàåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü è
ñóììó ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëàãàåìûõ; åå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ðàâíîé 0. Èíîãäà
àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ è òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî èíäåêñîâ áåñ-
êîíå÷íî; íàïðèìåð, íàì ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñóììû âèäà

∞∑

i=1

ai.

Òàêîå âûðàæåíèå îñìûñëåííî, åñëè âñå ýëåìåíòû ai, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, ðàâ-
íû 0; â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ïî÷òè âñå ai ðàâíû 0.

Ïóñòü òåïåðü I, J � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà, è ïóñòü I × J � èõ äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå. Äàëåå, ïóñòü aij ∈ A � íàáîð ýëåìåíòîâ, çàíóìåðîâàííûõ äâóìÿ
èíäåêñàìè i ∈ I, j ∈ J . Òîãäà îïðåäåëåíà ñóììà

∑

(i,j)∈I×J

aij .

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñ÷èòàòü ñóììó ïî äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ìíîæåñòâ,
ìîæíî ïîñòóïèòü èíà÷å: çàôèêñèðîâàâ i, ñîñ÷èòàòü ñóììó âñåõ aij , j ∈ J , à çàòåì
ñëîæèòü âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ñóììû. Åùå îäèí ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî, çàôèêñè-
ðîâàâ j, ìû ñ÷èòàåì ñóììó âñåõ aij , i ∈ I, à çàòåì ñêëàäûâàåì âñå ïîëó÷èâøèåñÿ
ñóììû. Ââèäó íåçàâèñèìîñòè ñóììû îò ïîðÿäêà è ñïîñîáà ãðóïïèðîâêè ñëàãàå-
ìûõ ðåçóëüòàò âñåãäà áóäåò îäèí è òîò æå:

∑

(i,j)∈I×J

aij =
∑

i∈I

∑

j∈J

aij =
∑

j∈J

∑

i∈I

aij .
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Ïðîèçâåäåíèÿ. Âñå, ÷òî áûëî ñêàçàíî î ñóììå, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ (åñëè îíî, êîíå÷íî, àññîöèàòèâíî è êîììóòàòèâíî). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé ïðèìåíÿåòñÿ çíàê

∏
: âûðàæåíèÿ

n∏

i=1

xi,
∏

s∈S

s,
∏

i∈I

ai,

∞∏

i=1

ai

îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn ∈ A, ïðîèçâå-
äåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S ⊂ A, ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ
ai ∈ A, çàíóìåðîâàííûõ ýëåìåíòàìè èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà I è ïðîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ ai, 1 ≤ i < ∞, ïî÷òè âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 1. Ïðîèçâåäåíèåì ïóñòîãî
ìíîæåñòâà ñîìíîæèòåëåé óäîáíî ñ÷èòàòü 1. Äëÿ äâîéíûõ ïðîèçâåäåíèé ñïðàâåä-
ëèâû ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿì äëÿ äâîéíûõ ñóìì:

∏

(i,j)∈I×J

aij =
∏

i∈I

∏

j∈J

aij =
∏

j∈J

∏

i∈I

aij .

Ñâîéñòâî 0. Ìû â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî
óìíîæåíèå íà 0 âñåãäà äàåò íóëåâîé ðåçóëüòàò. ×òîáû íå äîêàçûâàòü ýòî êàæäûé
ðàç çàíîâî, ïðèâåäåì ýòîò ðåçóëüòàò â äîñòàòî÷íî îáùåé ôîðìå.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A, B, C � àáåëåâû ãðóïïû, è ïóñòü äëÿ êàæäûõ ýëå-
ìåíòîâ a ∈ A, b ∈ B îïðåäåëåíî èõ ïðîèçâåäåíèå ab ∈ C, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå äèñòðèáóòèâíîñòè: (a1 + a2)b = a1b + a2b äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ A,
b ∈ B. Òîãäà 0A · b = 0C äëÿ ëþáîãî b ∈ B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì:

0A · b = (0A + 0A)b = 0A · b + 0A · b;
Ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà ýëåìåíò −0A · b è âîñïîëüçîâàâøèñü
àññîöèàòèâíîñòüþ ñëîæåíèÿ â ãðóïïå C, ïîëó÷èì:

0C = 0A · b + (−0A · b) = (0A · b + 0A · b) + (−0A · b) =

= 0A · b + (0A · b + (−0A · b)) = 0A · b + 0C = 0A · b.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè A � ëþáîå êîëüöî, è B = C = A.

Ïðîèçâåäåíèå ñóìì. Óêàæåì åùå îäíî ñâîéñòâî, âûòåêàþùåå èç êîììóòàòèâíî-
ñòè è àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ, àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ è äèñòðèáóòèâíî-
ñòè. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì åãî ñëîâåñíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåìíîæèòü íåñêîëü-
êî ñóìì, íàäî â êàæäîì ñîìíîæèòåëå âûáðàòü ïî îäíîìó ñëàãàåìîìó, ïåðåìíî-
æèòü âûáðàííûå ñëàãàåìûå. à çàòåì âñå òàê ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæèòü.
Çàïèøåì ýòî òåïåðü â âèäå òî÷íîé ôîðìóëû:

(
∑

i1∈I1

a1,i1)(
∑

i2∈I2

a2,i2) · · · (
∑

ir∈Ir

ar,ir ) =
∑

(i1,...,ir)∈
I1×···×Ir

a1,i1a2,i2 · · · ar,ir .

2. Îïðåäåëåíèå è ïîñòðîåíèå êîëåö ìíîãî÷ëåíîâ
Îïðåäåëåíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü Λ � êîëüöî. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
A ⊆ Λ íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì Λ, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé â
Λ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ âñÿêèõ a, b ∈ A èõ ñóììà a+ b, ðàçíîñòü a− b è ïðîèçâåäå-
íèå ab ïðèíàäëåæàò A. ßñíî, ÷òî ëþáîå ïîäêîëüöî ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì; åñëè
êîëüöî Λ êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî, òî è ëþáîå åãî ïîäêîëüöî êîììóòàòèâíî
è àññîöèàòèâíî. Åñëè êîëüöî Λ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé 1, è 1 ïðèíàäëåæèò
ïîäêîëüöó, òî ïîäêîëüöî � òîæå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Ïóñòü Λ � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1. Äëÿ ýëåìåíòà t ∈ Λ îïðåäåëèì
ïî èíäóêöèè åãî ñòåïåíè ti ñ ïîêàçàòåëåì i ∈ N0. Ïîëîæèì t0 = 1; åñëè ýëåìåíò



ti óæå îïðåäåëåí, òî ïîëîæèì ti+1 = tit. Èíäóêöèåé ïî j ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
titj = ti+j äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N0. Äåéñòâèòåëüíî, tit0 = ti · 1 = ti = ti+0. Åñëè óæå
äîêàçàíî, ÷òî titj = ti+j , òî

titj+1 = ti(tjt) = (titj)t = ti+jt = t(i+j)+1 = ti+(j+1).

Ïóñòü Λ � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, A � ïîäêîëüöî Λ,
ñîäåðæàùåå åäèíèöó 1 êîëüöà Λ, à t � ýëåìåíò èç Λ. Ìû ãîâîðèì, Λ ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò t íàä êîëüöîì A è ïèøåì Λ = A[t], åñëè ëþáîé ýëåìåíò
f ∈ Λ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå f =

∞∑
i=0

ait
i, ãäå ai � ýëåìåíòû èç A,

ïî÷òè âñå (ò.å. âñå, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà) ðàâíûå 0, òàê ÷òî íà ñàìîì äåëå
ïðåäûäóùàÿ ñóììà êîíå÷íà. Îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ýëåìåíòû ai íàçûâàþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f .

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íå ÿñíî, äëÿ âñÿêîãî ëè êîëüöà ñóùåñòâóåò êîëüöî ìíî-
ãî÷ëåíîâ íàä íèì. Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî ýòî òàê: äëÿ ëþáîãî àññîöèàòèâíîãî
êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé A ñóùåñòâóåò êîëüöî Λ ⊇ A è ýëåìåíò t ∈ Λ,
òàêèå ÷òî Λ = A[t]. Íî ñíà÷àëà ìû ïîñòðîèì áîëåå øèðîêîå êîëüöî, à çàòåì
âûáåðåì â íåì ïîäêîëüöî, ÿâëÿþùååñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ íàä A.

Êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå
êîëüöî ñ åäèíèöåé 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A[[t]] ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé (a0, a1, a2, . . . ) ýëåìåíòîâ èç A. Åñëè f = (a0, a1, a2, . . . ) ∈ A[[t]] �
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ÷åðåç f[i] áóäåì îáîçíà÷àòü åå i-þ êîìïîíåíòó ai;
ýòî áóäåò óäîáíî, åñëè ýëåìåíò èç A[[t]] îáîçíà÷àåòñÿ íå îäíîé áóêâîé f , à áîëåå
ñëîæíûì ñî÷åòàíèåì çíàêîâ (íàïðèìåð, f(g + h)). Îïðåäåëèì íà A[[t]] äâå áè-
íàðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, ïîëîæèâ äëÿ ëþáûõ
f, g ∈ A[[t]] è ëþáîãî i ∈ N0

(f + g)[i] = f[i] + g[i], (fg)[i] =
i∑

s=0

f[s]g[i−s] =
∑

p+q=i
p,q≥0

f[p]g[q].

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè f = (a0, a1, a2, . . . ), g = (b0, b1, b2, . . . ), òî

f + g = (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . . ), fg = (c0, c1, c2, . . . ),

ãäå äëÿ ëþáîãî i ∈ N0

ci =
i∑

s=0

asbi−s =
∑

p+q=i
p,q≥0

apbq.

Ïðåäëîæåíèå 1. Îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ îïåðàöèé A[[t]] ÿâëÿåòñÿ êîììó-
òàòèâíûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
(1) f + (g + h) = (f + g) + h äëÿ ëþáûõ f, g, h ∈ A[[t]] (àññîöèàòèâíîñòü

ñëîæåíèÿ);
(2) f + g = g + f äëÿ ëþáûõ f, g ∈ A[[t]] (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ A[[t]], ÷òî 0 + f = f äëÿ ëþáîãî f ∈ A[[t]];
(4) äëÿ ëþáîãî f∈A[[t]] ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −f∈A[[t]], ÷òî f +(−f) = 0;
(5) f(gh) = (fg)h äëÿ ëþáûõ f, g, h ∈ A[[t]] (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(6) fg = gf äëÿ ëþáûõ f, g ∈ A[[t]] (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(7) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 1 ∈ A[[t]], ÷òî 1 · f = f äëÿ ëþáîãî f ∈ A[[t]];
(8) f(g+h) = fg+fh äëÿ ëþáûõ f, g, h ∈ A[[t]] (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ).



Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå 0 è 1 âîçüìåì ýëåìåíòû (0, 0, 0, . . . ) è (1, 0, 0, . . . ) èç
A[[t]], à äëÿ ýëåìåíòà f = (a0, a1, a2, . . . ) ïîëîæèì −f = (−a0,−a1,−a2, . . . ).
Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, äëÿ ëþáîãî
èíäåêñà i ∈ N0 ïîëó÷àåì:

(1) (f + (g + h))[i] = f[i] + (g + h)[i] = f[i] + (g[i] + h[i]) = (f[i] + g[i]) + h[i] =
= (f + g)[i] + h[i] = ((f + g) + h)[i];

(2) (f + g)[i] = f[i] + g[i] = g[i] + f[i] = (g + f)[i];
(3) (0 + f)[i] = 0[i] + f[i] = 0 + f[i] = f[i];
(4) (f + (−f))[i] = f[i] + (−f)[i] = f[i] + (−f[i]) = 0 = 0[i];
(5) ((fg)h)[i] =

∑
s+r=i

(fg)[s]h[r] =
∑

s+r=i

(
∑

p+q=s
f[p]g[q])h[r] =

=
∑

s+r=i

∑
p+q=s

(f[p]g[q])h[r] =
∑

p+q+r=i

f[p](g[q]h[r]) =
∑

p+u=i

∑
q+r=u

f[p](g[q]h[r]) =

=
∑

p+u=i

f[p]

∑
q+r=u

(g[q]h[r]) =
∑

p+u=i

f[p](gh)[u] = (f(gh))[i];

(6) (fg)[i] =
∑

p+q=i

f[p]g[q] =
∑

q+p=i

g[q]f[p] = (gf)[i];

(7) (1 · f)[i] =
∑

p+q=i

1[p]f[q] = f[i];

(8) ((f + g)h)[i] =
∑

p+q=i

(f + g)[p]h[q] =
∑

p+q=i

(f[p]h[q] + g[p]h[q]) =

=
∑

p+q=i

f[p]h[q] +
∑

p+q=i

g[p]h[q] = (fh)[i] + (gh)[i] = (fh + gh)[i]

(âñå èíäåêñû p, q, r, s, t, ó÷àñòâóþùèå â ôîðìóëàõ, � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà).

Ýòè âûêëàäêè ïî÷òè íå íóæäàþòñÿ â êîììåíòàðèÿõ; ïîÿñíèì òîëüêî äâå èç
íèõ. Ïîñêîëüêó 1[0] = 1, 1[p] = 0 ïðè p 6= 0, â ñóììå èç (7) îñòàåòñÿ òîëüêî îä-
íî íåíóëåâîå ñëàãàåìîå 1[0]f[i] = f[i]. ×óòü áîëüøå íàäî ñêàçàòü î âûêëàäêå (5).
Ïðè ïåðåõîäå îò òðåòüåãî âûðàæåíèÿ ê ÷åòâåðòîìó ìû ïîëüçóåìñÿ äèñòðèáóòèâ-
íîñòüþ óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ â êîëüöå A: ïðîèçâåäåíèå ñóììû íà
ýëåìåíò ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñëàãàåìûõ íà ýòîò ýëåìåíò. Ïðè ñëåäóþùåì
ïåðåõîäå ìû äåëàåì äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Êàæäîå ñëàãàåìîå äâîéíîé ñóììû çà-
âèñèò îò èíäåêñîâ p, q, r, òàêèõ ÷òî p + q = s, s + r = i; èñêëþ÷àÿ s, ìû íàõîäèì,
÷òî ñêëàäûâàþòñÿ âûðàæåíèÿ, îòâå÷àþùèå âñåì íàáîðàì èíäåêñîâ p, q, r, òàêèì
÷òî p + q + r = i. Êðîìå òîãî, â ýòîì æå ïðåîáðàçîâàíèè ìû, ïîëüçóÿñü àññîöèà-
òèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â A, çàìåíÿåì ïðîèçâåäåíèå (f[p]g[q])h[r] íà ïðîèçâåäåíèå
f[p](g[q]h[r]). Äàëüíåéøàÿ âûêëàäêà � "îáðàòíûé õîä": ìû äåëàåì àíàëîãè÷íûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ýëåìåíò (0, 1, 0, . . . ) ïîñòðîåííîãî êîëüöà A[[t]]. Ýòî êîëüöî
íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íàä A îò îäíîé ïåðåìåííîé
t, è îáû÷íî åãî ýëåìåíòû f = (a0, a1, a2, . . . ) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå f =

∞∑
i=0

ait
i.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî òîëüêî äðóãàÿ ôîðìà çàïèñè ýëåìåíòà f : ñóììà áåñêîíå÷íî-
ãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ íå èìååò ñìûñëà, è çíàê ñóììû â ýòîì âûðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ
ëèøü ãðàôè÷åñêèì çíàêîì, íå íåñóùèì ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà.

Ýëåìåíòû èç êîëüöà A ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû èç A[[t]], îòîæ-
äåñòâèâ a ∈ A ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (a, 0, 0, . . . ) ∈ A[[t]] (ìû óæå ñäåëàëè ýòî
âûøå äëÿ 0 è 1). Òàêîå îòîæäåñòâëåíèå íå ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èÿì: äåéñòâèÿ
íàä ýëåìåíòàìè a, b ∈ A, ðàññìàòðèâàåìûìè êàê ýëåìåíòû èç A è êàê ýëåìåíòû
èç A[[t]], ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì:

(a, 0, 0, . . . ) + (b, 0, 0, . . . ) = (a + b, 0, 0, . . . ),

(a, 0, 0, . . . )(b, 0, 0, . . . ) = (ab, 0, 0, . . . ).



Êðîìå òîãî, ïðè òàêîì îòîæäåñòâëåíèè êîëüöî A íå "ñæèìàåòñÿ": ðàçíûå ýëå-
ìåíòû A îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè è â A[[t]]. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî A ÿâëÿåòñÿ
ïîäêîëüöîì êîëüöà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ A[[t]].

Ïîñòðîåíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ. Âûäåëèì â êîëüöå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ A[[t]] ïîäêîëüöî, êîòîðîå îêàæåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò t íàä êîëüöîì
A ⊂ A[[t]]. Ïóñòü Λ ⊂ A[[t]] � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ (a0, a1, a2, . . . ) ∈ A[[t]],
òàêèõ ÷òî ai = 0 ïî÷òè äëÿ âñåõ i (ò.å. äëÿ âñåõ i, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà). Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç Λ ñíîâà ïðèíàäëå-
æàò Λ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f = (a0, a1, a2, . . . ) è g = (b0, b1, b2, . . . ) ïðèíàäëåæàò
Λ, òî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ai, bj îòëè÷íû îò 0, à ïîýòîìó îòëè÷àþòñÿ
îò 0 ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñóìì ai + bi, ðàçíîñòåé ai − bi, ïðîèçâåäåíèé apbq, à
âìåñòå ñ ïîñëåäíèìè � è ñóìì

∑
p+q=i

apbq. Íî ýòî è çíà÷èò, ÷òî ïî÷òè âñå êîìïî-

íåíòû (f ± g)[i], (fg)[i] ñóììû, ðàçíîñòè è ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ f è g ðàâíû
0, ò.å. f ± g, fg ∈ Λ. Òàêèì îáðàçîì, Λ � ïîäêîëüöî A[[t]].

Ëåììà 1. Ïóñòü a0, a1, a2 . . . � ýëåìåíòû èç A, ïî÷òè âñå ðàâíûå 0. Òîãäà êî-
íå÷íàÿ ñóììà

∞∑
i=0

ait
i ðàâíà ýëåìåíòó (a0, a1, a2, . . . ) êîëüöà A[[t]].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà èíäóêöèåé ïî i äîêàæåì, ÷òî (ti)[i] = 1 è (ti)[j] = 0
ïðè j 6= i, ò.å.

ti = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . ),

ïðè÷åì åäèíñòâåííîé åäèíèöå â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäøåñòâóþò i íóëåé.
Äåéñòâèòåëüíî, t0 = 1 = (1, 0, 0, . . . ). Åñëè i > 0 è äëÿ ti−1 óòâåðæäåíèå óæå
äîêàçàíî, òî (ti)[j] = (ti−1t)[j] =

∑
p+q=j

(ti−1)[p]t[q]. Íî (ti−1)[p] 6= 0 è t[q] 6= 0 ëèøü

ïðè p = i − 1 è q = 1, à çíà÷èò, ïðè j = p + q = (i − 1) + 1 = i. Èòàê, (ti)[j] = 0
ïðè j 6= i, à (ti)[i] = (ti−1)[i−1]t[1] = 1 · 1 = 1.

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî ait
i = (0, . . . , 0, ai, 0, . . . ), ãäå ýëåìåíòó ai ïðåäøåñòâóþò

i íóëåé. Â ñàìîì äåëå, (ait
i)[j] =

∑
p+q=j

(ai)[p](ti)[q]; íî (ai)[p] è (ti)[q] îòëè÷íû îò 0

ëèøü ïðè p = 0, q = i, à çíà÷èò, ïðè j = p + q = 0 + i = i. Çíà÷èò, (ait
i)[j] = 0 ïðè

j 6= i, à (ait
i)[i] = (ai)[0](ti)[i] = ai · 1 = ai.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì: äëÿ ëþáîãî j íåíóëåâóþ
j-þ êîìïîíåíòó èìååò òîëüêî ñëàãàåìîå ajt

j ñóììû
∞∑

i=0

ait
i, è ýòà êîìïîíåíòà

ðàâíà aj ; ïîýòîìó aj ÿâëÿåòñÿ j-é êîìïîíåíòîé ñóììû, è, òàêèì îáðàçîì,
∞∑

i=0

ait
i = (a0, a1, a2, . . . ).

Òåîðåìà 1. Êîëüöî Λ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò t íàä êîëüöîì A.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî A ⊂ Λ; ëåììà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò
f ∈ Λ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå f =

∞∑
i=0

ait
i, ãäå ai � ýëåìåíòû èçA, ïî÷òè âñå ðàâíûå

0, è ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî, ïîòîìó ÷òî êîýôôèöèåíòû ai îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòîì f (à èìåííî, ai = f[i]). Èòàê, ïîñòðîåííîå íàìè êîëüöî
Λ � ýòî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò t íàä A.

Ñòàðøèé ÷ëåí è ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Ìíîãî÷ëåí âèäà ati, ãäå a ∈ A, i ≥ 0,
íàçûâàåòñÿ îäíî÷ëåíîì; åñëè a 6= 0, òî ÷èñëî i íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà
ati. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóììà îäíî÷ëåíîâ îäíîé è òîé æå ñòåïåíè ëèáî ÿâëÿåòñÿ
îäíî÷ëåíîì òîé æå ñòåïåíè, ëèáî ðàâíà 0.



Ïî îïðåäåëåíèþ, âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ A[t] ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíî÷ëåíîâ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé; òîò èç íèõ, êîòîðûé
èìååò íàèáîëüøóþ ñòåïåíü, íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà. Î÷åâèä-
íî, ÷òî åñëè ê îäíî÷ëåíó atn ïðèáàâèòü ñóììó íåñêîëüêèõ îäíî÷ëåíîâ, ñòåïåíè
êîòîðûõ ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü îäíî÷ëåíà atn, íî íå îáÿçàòåëüíî ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, òî âñå ðàâíî atn áóäåò ñòàðøèì ÷ëåíîì ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëåíà.

Ñòåïåíüþ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f(t) íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü åãî ñòàðøåãî ÷ëåíà;
îíà îáîçíà÷àåòñÿ deg f(t). Òàêèì îáðàçîì, åñëè f(t) ∈ A[t] � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí,
è åãî ñòåïåíü deg f(t) ðàâíà n, òî f(t) = a0 +a1t+ · · ·+antn, ãäå a0, a1, . . . , an ∈ A,
an 6= 0; ïðè ýòîì îäíî÷ëåí antn ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà f(t). Êî-
ýôôèöèåíò an ñòàðøåãî ÷ëåíà antn ìíîãî÷ëåíà f(t) íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì êîýô-
ôèöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà f(t).

Äîïîëíèì ýòî îïðåäåëåíèå, ïðèïèñàâ íóëåâîìó ìíîãî÷ëåíó ñòåïåíü −∞. Ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâîë −∞ îáëàäàåò òàêèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáîãî n ∈ N0

−∞ < n, −∞+ n = −∞+ (−∞) = −∞.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå îáû÷íî íàçûâàþò òåîðåìîé î ñòàðøåì ÷ëåíå
ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü f(t), g(t) ∈ A[t] � íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû, è ïóñòü
amtm, bntn � èõ ñòàðøèå ÷ëåíû (çäåñü am, bm � ýëåìåíòû èç A). Òîãäà ïðî-
èçâåäåíèå f(t)g(t) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ambntm+n è íåñêîëüêèõ îäíî÷ëåíîâ, ñòå-
ïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì m + n. Åñëè ambn 6= 0, òî ïðîèçâåäå-
íèå ambntm+n = (amtm)(bntn) ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíîâ f(t), g(t) ÿâëÿåòñÿ
ñòàðøèì ÷ëåíîì ïðîèçâåäåíèÿ f(t)g(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(t) = a0 + a1t + · · ·+ amtm, g(t) = b0 + b1t + · · ·+ bntn.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñ÷èòàòü èõ ïðîèçâåäåíèå, íàäî âûáðàòü ïî îäíîìó ñëàãàåìîìó
â êàæäîì ñîìíîæèòåëå, ïåðåìíîæèòü ýòè ñëàãàåìûå è çàòåì ñëîæèòü âñå ïîëó-
÷èâøèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, f(t)g(t) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé
aibjt

i+j , ãäå 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n. Åñëè i < m èëè j < n, òî ïðîèçâåäåíèå aibjt
i+j

èëè ðàâíî íóëþ, èëè ÿâëÿåòñÿ îäíî÷ëåíîì, ñòåïåíü i+j êîòîðîãî ñòðîãî ìåíüøå,
÷åì m + n. Ïîýòîìó f(t)g(t) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ambntm+n è íåñêîëüêèõ îäíî÷ëå-
íîâ, ñòåïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì m + n. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
ïðåäëîæåíèÿ î÷åâèäíî.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1.
(1) Ñòåïåíü ñóììû è ðàçíîñòè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ èç A[t] íå ïðåâîñõîäèò ìàê-

ñèìàëüíîé èç ñòåïåíåé ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Åñëè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ ðàçëè÷-
íû, òî ñòåïåíü èõ ñóììû è ðàçíîñòè ðàâíà ìàêñèìàëüíîé èç ñòåïåíåé ýòèõ
ìíîãî÷ëåíîâ.

(2) Ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ èç A[t] íå ïðåâîñõîäèò ñóììû
èõ ñòåïåíåé. Åñëè A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè (â ÷àñòíîñòè, åñëè A � ïîëå), òî
ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç A[t] ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé ñîìíîæèòå-
ëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (1) î÷åâèäíî; äîêàæåì (2). Åñëè õîòÿ áû îäèí
èç ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì, òî è ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0, è
óòâåðæäåíèå âåðíî, òàê êàê −∞+n = −∞ äëÿ ëþáîãî n ∈ N0 èëè n = −∞. Åñëè
æå îáà ìíîãî÷ëåíà îòëè÷íû îò 0, òî óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà (2) íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàþò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.

Ñëåäñòâèå. Åñëè A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, òî A[t] � òîæå îáëàñòü öåëîñò-
íîñòè.



Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(t), g(t) ∈ A[t], f(t)g(t) = 0, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 3, (2)
−∞ = deg f(t)g(t) = deg f(t) + deg g(t), à ýòî âîçìîæíî ëèøü åñëè deg f(t) = −∞
èëè deg f(t) = −∞, ò.å. åñëè f(t) = 0 èëè g(t) = 0.

3. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì
Äåëåíèå ñ îñòàòêîì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óâèäèì, ÷òî êîëüöî
ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì âî ìíîãîì ïîõîæå íà êîëüöî öåëûõ ÷èñåë. Âñþäó â íåì
k � íåêîòîðîå ïîëå, è ìû íå âñåãäà áóäåì íàïîìèíàòü îá ýòîì â ôîðìóëèðîâêàõ
óòâåðæäåíèé. Îäíó îáùóþ ÷åðòó êîëåö Z è k[t] ìû óæå çíàåì: â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ ýëåìåíòàì ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ "âåëè÷èíà", ÿâëÿþùàÿñÿ íàòóðàëüíûì
÷èñëîì: äëÿ Z ýòî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà, à äëÿ k[t] � ñòåïåíü ìíîãî÷ëå-
íà. Íàëè÷èå òàêîé "âåëè÷èíû" ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü àíàëîãèþ ìåæäó ýòèìè
êîëüöàìè.
Òåîðåìà 1 (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ). Ïóñòü f(t), g(t) �
ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì k, ïðè÷åì g(t) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå
ìíîãî÷ëåíû q(t), r(t) ∈ k[t], òàêèå ÷òî f(t) = g(t)q(t) + r(t) è deg r(t) < deg g(t).
Ìíîãî÷ëåí q(t) íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì, à ìíîãî÷ëåí r(t) � îñòàòêîì
îò äåëåíèÿ f(t) íà g(t).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè deg g(t) = 0, òî g(t) = b ∈ k, b 6= 0, è ïîòîìó ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò b−1 ∈ k ⊂ k[t]; òîãäà f(t) = b(b−1f(t)) + 0, è ìíîãî÷ëåíû b−1f(t), 0
ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåïîëíûì ÷àñòíûì è îñòàòêîì îò äåëåíèÿ f(t) íà g(t).

Ïóñòü òåïåðü m = deg g(t) > 0; ñóùåñòâîâàíèå íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è îñòàòêà
áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè n ìíîãî÷ëåíà f(t). Åñëè n < m, òî f(t) =
g(t)·0+f(t)), è ìíîãî÷ëåíû 0, f(t) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåïîëíûì ÷àñòíûì è
îñòàòêîì îò äåëåíèÿ f(t) íà g(t). Ïóñòü n ≥ m è ïóñòü ñóùåñòâîâàíèå íåïîëíîãî
÷àñòíîãî è îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà g(t) óæå óñòàíîâëåíî äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ,
ñòåïåíü êîòîðûõ ìåíüøå n.

Ïóñòü antn è bmtm � ñòàðøèå ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíîâ f(t) è g(t); ðàçäåëèâ ïåðâûé
èç íèõ íà âòîðîé, ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí an

bm
tn−m, êîòîðûé, êàê ìû óâèäèì, ÿâëÿ-

åòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì íåïîëíîãî ÷àñòíîãî. Ñòåïåíè âñåõ îäíî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â
ðàçíîñòè f(t) − antn, an

bm
tn−mg(t) − antn =

an

bm
tn−m(g(t) − bmtm), ñòðîãî ìåíüøå

n, ïîýòîìó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà
f1(t) = f(t)− an

bm
tn−mg(t) = (f(t)− antn)− (

an

bm
tn−mg(t)− antn)

òîæå ìåíüøå n. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû
q1(t), r(t) ∈ k[t], òàêèå ÷òî f1(t) = g(t)q1(t) + r(t) è deg r(t) < deg g(t); ïðè ýòîì
ÿñíî, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà q1(t) ìåíüøå, ÷åì n−m. Òîãäà ïîëó÷àåì:

f(t) = f1(t) +
an

bm
tn−mg(t) = g(t)q1(t) + r(t) +

an

bm
tn−mg(t) =

= g(t)
( an

bm
tn−m + q1(t)

)
+ r(t),

è ìû âèäèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû q(t) =
an

bm
tn−m + q1(t) è r(t) ÿâëÿþòñÿ íåïîëíûì

÷àñòíûì è îñòàòêîì îò äåëåíèÿ f(t) íà g(t).
Îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è îñòàòêà. Ïóñòü q′(t),

r′(t) � åùå îäíà ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè f(t) = g(t)q′(t)+r′(t)
è deg r′(t) < deg g(t). Òîãäà r(t)− r′(t) = g(t)(q′(t)− q(t)), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

deg g(t) > deg(r(t)− r′(t)) = deg g(t) + deg(q′(t)− q(t)),

ò.å. deg(q′(t) − q(t)) < 0, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè q′(t) − q(t) = 0. Èòàê,
q′(t) = q(t), à òîãäà r′(t) = f(t)− g(t)q′(t) = f(t)− g(t)q(t) = r(t).



Çàìå÷àíèå. Ïðåäûäóùåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î äåëåíèè ñ îñòàòêîì ÿâëÿ-
åòñÿ êîíñòðóêòèâíûì: îíî óêàçûâàåò àëãîðèôì, ïîçâîëÿþùèé íàéòè íåïîëíîå
÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(t) íà g(t). Â ñàìîì äåëå, èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî
ñòàðøèé ÷ëåí íåïîëíîãî ÷àñòíîãî ðàâåí îòíîøåíèþ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ìíîãî-
÷ëåíîâ f(t) è g(t). Âû÷èòàÿ èç f(t) ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷åííîãî ñòàðøåãî ÷ëåíà
íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è g(t), ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí f1(t) ìåíüøåé, ÷åì f(t) ñòåïåíè.
Ïðèìåíÿåì ê íåìó òó æå ïðîöåäóðó, íàõîäèì ñëåäóþùèé ïî ñòàðøèíñòâó ÷ëåí
íåïîëíîãî ÷àñòíîãî, êîòîðûé ðàâåí îòíîøåíèþ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíîâ
f1(t) è g(t). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí,
ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå ñòåïåíè f(t); ýòî è áóäåò èñêîìûé îñòàòîê.

Èäåàëû êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè äåëèìîñòè â êîëüöå öåëûõ
÷èñåë Z âàæíóþ ðîëü ñûãðàëî òî, ÷òî âñå èäåàëû êîëüöà Z ãëàâíûå. Òî æå îêà-
çûâàåòñÿ âåðíûì è äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì.

Òåîðåìà 2. Âñÿêèé èäåàë êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ k[t] íàä ïîëåì k ÿâëÿåòñÿ ãëàâ-
íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà k[t]. Íóëåâîé ìíîãî÷ëåí 0 âñåãäà ïðè-
íàäëåæèò èäåàëó. Åñëè èäåàë I ñîñòîèò òîëüêî èç 0, òî I = (0), è âñå äîêàçàíî.
Ïóñòü â I åñòü íåíóëåâîé ýëåìåíò g(t); òîãäà ìíîæåñòâî ÷èñåë n ∈ N0, òàêèõ ÷òî
â I åñòü ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n, íåïóñòî, è â íåì åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî m. Ïóñòü
g(t) � êàêîé-òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, ïðèíàäëåæàùèé èäåàëó I. Ïîêàæåì, ÷òî
I = (g(t)), ÷åì è çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ëþáîé ýëåìåíò f(t) ∈ (g(t)) èìååò âèä f(t) = g(t)h(t), ãäå h(t) ∈ k[t]; íî
ìíîãî÷ëåí g(t) ïðèíàäëåæèò (I), è ïîòîìó f(t) = g(t)h(t) ∈ I. Èòàê, (g(t)) ⊆ I.
Îáðàòíî, ïóñòü f(t) ∈ I; ðàçäåëèì f(t) ñ îñòàòêîì íà g(t): f(t) = g(t)q(t)+r(t), ãäå
q(t), r(t) ∈ k[t] è deg r(t) < deg g(t). Åñëè r(t) 6= 0, òî r(t) = f(t)− g(t)q(t) ïðèíàä-
ëåæèò èäåàëó I, òàê êàê f(t) è g(t) îáà ïðèíàäëåæàò I; íî deg r(t) < deg g(t) = m,
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî m � íàèìåíüøàÿ èç ñòåïåíåé íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ, ïðèíàäëåæàùèõ èäåàëó I. Èòàê, r(t) = 0, è f(t) = g(t)q(t) ∈ (g(t)). Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàíî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå I ⊆ (g(t)).

Äåëèòåëè 1 è àññîöèèðîâàííûå ýëåìåíòû â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ. Èç ñêàçàííî-
ãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ê êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ïðèìåíèòü âñå óòâåðæäåíèÿ
òåîðèè äåëèìîñòè, äîêàçàííûå â ãëàâå I äëÿ îáëàñòåé öåëîñòíîñòè, â êîòîðûõ âñå
èäåàëû ãëàâíûå. Îäíàêî, íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ äåëèìîñòè èìåþò â êîëüöå ìíîãî-
÷ëåíîâ áîëåå íàãëÿäíîå îïèñàíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí f(t) íàä ïîëåì k áûë äåëèòåëåì 1
â êîëüöå k[t], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû deg f(t) = 0, ò.å. ÷òîáû f(t) = c,
ãäå c ∈ k ⊂ k[t], c 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè 1 ÷ f(t), òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí g(t) ∈ k[t], òàêîé ÷òî
1 = f(t)g(t); òîãäà 0 = deg 1 = deg f(t) + deg g(t). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî
f(t) 6= 0, g(t) 6= 0, ïîýòîìó deg f(t) ≥ 0, deg g(t) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, deg f(t) =
deg g(t) = 0. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: åñëè f(t) = c 6= 0, òî, ïîñêîëüêó k
� ïîëå, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c−1 ∈ k ⊂ k[t], è 1 = cc−1 = f(t)c−1 ÷ f(t).

Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äàäèì îïðåäåëåíèå,
êîòîðîå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ðàáîòå ñ ìíîãî÷ëåíàìè. Íåíóëåâîé
ìíîãî÷ëåí f(t) íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì (ïî äðóãîé òåðìèíîëîãèè � íîðìàëèçî-
âàííûì), åñëè åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû f(t), g(t) íàä ïîëåì k àññîöèè-
ðîâàíû è óíèòàðíû, òî îíè ðàâíû.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f(t) ∼ g(t), ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò c èç ïîëÿ
k, òàêîé ÷òî f(t) = cg(t). Ïî òåîðåìå î ñòàðøåì ÷ëåíå ïðîèçâåäåíèÿ ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò 1 óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà f(t) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ c · 1 ñòàðøèõ
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà c è óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà g(t), è ïîòîìó c = 1, ò.å.
f(t) = g(t).

Îòìåòèì åùå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå òîæå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç
òåîðåìû î ñòàðøåì ÷ëåíå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ � òîæå óíèòàðíûé
ìíîãî÷ëåí.

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû f(t), g(t) íàä ïîëåì
k áûëè àññîöèèðîâàíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë òàêîé
ýëåìåíò c ∈ k, c 6= 0, ÷òî g(t) = c(f(t). Äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà
f(t) ∈ k[t] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé àññîöèèðîâàííûé ñ íèì óíèòàðíûé ìíî-
ãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî ýëåìåíòû èç îáëàñòè öåëîñòíîñòè àññîöèèðîâà-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè îòëè÷àþòñÿ ìíîæèòåëåì, ÿâëÿþùèìñÿ äå-
ëèòåëåì 1; ïîýòîìó ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1. Åñëè
an � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f(t), òî an 6= 0, è ìíîãî÷ëåí
a−1

n f(t) óíèòàðåí è àññîöèèðîâàí ñ f(t). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî àññîöèèðîâàííûå
óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò.

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Íåíóëåâûå ïðîñòûå ýëåìåíòû êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ
k[t] íàçûâàþòñÿ íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì k ìíîãî÷ëåíàìè. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ k[t] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä k, åñëè f(t) 6= 0, f(t) �
íå äåëèòåëü 1, è âî âñÿêîì åãî ðàçëîæåíèè f(t) = g(t)h(t) îäèí èç ñîìíîæèòå-
ëåé ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1, ò.å. èìååò ñòåïåíü 0. Ïîñêîëüêó ìû èñêëþ÷àåì 0 è
äåëèòåëè 1 èç ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà íå ìåíüøå 1. Åñëè f(t) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, òî âñÿêèé åãî
äåëèòåëü èëè ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1, èëè àññîöèèðîâàí ñ f(t). Åñëè æå ìíîãî÷ëåí
f(t) íå ðàâåí 0, íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1 è íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîãî-
÷ëåíîì, òî ñóùåñòâóåò òàêîå åãî ðàçëîæåíèå f(t) = g(t)h(t), ÷òî ñòåïåíè îáîèõ
ñîìíîæèòåëåé íå ìåíüøå 1.

Ïðåäëîæåíèå 5. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ
íåïðèâîäèì íàä ýòèì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(t) ∈ k[t], deg f(t) = 1. Åñëè f(t) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðè-
âîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì, òî ñóùåñòâóåò åãî ðàçëîæåíèå f(t) = g(t)h(t), â êîòîðîì
îáà ñîìíîæèòåëÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè èç k[t], ñòåïåíè êîòîðûõ íå ìåíüøå 1.
Òîãäà 1 = deg f(t) = deg g(t) + deg h(t) ≥ 2, ÷òî íåâîçìîæíî.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü k � ïîëå. Âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ k[t] ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ f(t) = cp1(t) . . . pn(t), ãäå c ∈ k, c 6= 0,
n ≥ 0, p1(t), . . . , pn(t) � óíèòàðíûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Ýòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé: åñëè åñòü äðóãîå
ïðåäñòàâëåíèå f(t)=dq1(t) . . . qm(t), ãäå d ∈ k, d 6=0, q1(t), . . . , qm(t) � óíèòàðíûå
íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû, òî c = d, m = n è ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn,
òàêàÿ ÷òî q1(t) = pσ(1)(t), . . . , qn(t) = pσ(n)(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ïî ñóùåñòâó óæå äîêàçàíà. Åñëè
f(t)=cp1(t) . . . pn(t)=dq1(t) . . . qm(t),



ãäå c, d ∈ k, c, d 6= 0, à pi(t), qj(t) � óíèòàðíûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû, òî
p1(t) . . . pn(t) ∼ q1(t) . . . qm(t), è ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1, (6) èç ãëàâû I m = n è
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà σ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, ÷òî

pσ(1)(t) ∼ q1(t), . . . , pσ(n)(t) ∼ qn(t).

Íî óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû àññîöèèðîâàíû ëèøü òîãäà, êîãäà îíè ñîâïàäàþò, ïî-
ýòîìó q1(t) = pσ(1)(t), . . . , qn(t) = pσ(n)(t). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïî òåîðåìå î
ñòàðøåì ÷ëåíå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ýëåìåíòû c, d ∈ k îáà ðàâíû ñòàðøåìó
êîýôôèöèåíòó ìíîãî÷ëåíà f(t).

Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(t).
Åñëè deg f(t) = 0, òî f(t) = c ∈ k, c 6= 0, à ýòî è åñòü òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå (ïðè
n = 0). Ïóñòü deg f(t) > 0 è äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøèõ ñòåïåíåé ñóùåñòâî-
âàíèå ðàçëîæåíèÿ óæå äîêàçàíî. Åñëè f(t) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, à a � åãî
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò, òî ìíîãî÷ëåí p(t) = a−1f(t) óíèòàðåí è òîæå íåïðèâî-
äèì, à òîãäà f(t) = ap(t) è åñòü íóæíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïóñòü òåïåðü ìíîãî÷ëåí
f(t) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì; òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå f(t) = g(t)h(t), â
êîòîðîì ñòåïåíè îáîèõ ñîìíîæèòåëåé áîëüøå 0. Òîãäà

deg g(t) = deg f(t)− deg h(t) < deg f(t),

è òî÷íî òàê æå deg h(t) < deg f(t). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóþò
íåíóëåâûå ýëåìåíòû d1, d2 ∈ k è íåïðèâîäèìûå óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû

p1(t), . . . , pm(t); pm+1(t), . . . , pn(t),

òàêèå ÷òî g(t) = d1p1(t) . . . pm(t), h(t) = d2pm+1(t) . . . pn(t). Íî òîãäà
f(t) = (d1d2)p1(t) . . . pm(t)pm+1(t) . . . pn(t),

à ýòî è åñòü íóæíîå ðàçëîæåíèå.
Ðàçëîæåíèå, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîòîðîãî óòâåðæäàþòñÿ òîëüêî

÷òî äîêàçàííîé òåîðåìîé, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ìíîãî÷ëåíà â
ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà. Â ïðåäûäóùåé ãëàâå äëÿ ëþáîãî êîì-
ìóòàòèâíîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé A è ëþáîãî ýëåìåíòà n ∈ A áûëî
ïîñòðîåíî êîëüöî âû÷åòîâ A/(n) ïî ìîäóëþ n. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàìè ýòî-
ãî êîëüöà ÿâëÿþòñÿ êëàññû âû÷åòîâ, ò.å. òàêèå ïîäìíîæåñòâà α ìíîæåñòâà A, â
êîòîðûõ íàéäåòñÿ ýëåìåíò a, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: α ñîâïàäàåò ñ
ìíîæåñòâîì [a]n âñåõ ýëåìåíòîâ êîëüöà A, êîòîðûå ñðàâíèìû ñ a ïî ìîäóëþ n.

Îïèøåì ÿâíî ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ äëÿ ñëó÷àÿ A = k[t]. Ïóñòü f(t) ∈ k[t]
� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ≥ 1. Îòîæäåñòâèì êëàññ âû÷åòîâ [a]f(t), îïðåäåëÿåìûé
ýëåìåíòîì a ∈ k, ñ ñàìèì ýëåìåíòîì a. Òàêèì îáðàçîì, ïîëå k îêàçûâàåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âëîæåííûì â êîëüöî âû÷åòîâ k[t]/(f(t)). Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî,
[a]f(t) ± [b]f(t) = [a± b]f(t), [a]f(t)[b]f(t) = [ab]f(t) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ k, ýòî âëîæåíèå
íå íàðóøàåò äåéñòâèé: áóäåì ëè ìû ïðîèçâîäèòü äåéñòâèÿ íàä ýëåìåíòàìè èç k
â ñàìîì ïîëå k èëè â êîëüöå âû÷åòîâ k[t]/(f(t)), ðåçóëüòàò áóäåò îäèí è òîò æå.
Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü k ïîëå, è ïóñòü f(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ≥ 1 ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç k. Âñÿêèé êëàññ èç êîëüöà âû÷åòîâ k[t] ïî ìîäóëþ f(t) åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

a0 + a1[t]f(t) + a2([t]f(t))2 + · · ·+ an−1([t]f(t))n−1,

ãäå a0, a1, a2, . . . , an−1 � ýëåìåíòû ïîëÿ k.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàëüíåéøåì ìû îïóñêàåì óêàçàíèå íà ìîäóëü f(t) â îáîçíà-
÷åíèè êëàññà âû÷åòîâ ïî ýòîìó ìîäóëþ è ïèøåì [g(t)] âìåñòî [g(t]f(t). Ïóñòü [h(t)]
� ïðîèçâîëüíûé êëàññ âû÷åòîâ èç k[t]/(f(t)) (çäåñü h(t) � ìíîãî÷ëåí èç k[t]), è
ïóñòü r(t) = a0 + a1t + · · · + an−1t

n−1 � îñòàòîê îò äåëåíèÿ h(t) íà f(t). Òîãäà



h(t) − r(t) = f(t)q(t) ÷ f(t), ãäå q(t) � íåïîëíîå ÷àñòíîå, è ïîòîìó h(t) ≡ r(t)
(mod f)(t). Ñëåäîâàòåëüíî,

[h(t)] = [r(t)] = [a0 + a1t + · · ·+ an−1t
n−1] =

= [a0] + [a1][t] + · · ·+ [an−1][t]n−1 = a0 + a1[t] + · · ·+ an−1[t]n−1.

Äîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü
a0 + a1[t] + · · ·+ an−1[t]n−1 = b0 + b1[t] + · · ·+ bn−1[t]n−1,

è ïóñòü ci = ai − bi (0 ≤ i < n); òîãäà

[0] = c0 + c1[t] + · · ·+ cn−1[t]n−1 = [c0] + [c1][t] + · · ·+ [cn−1][t]n−1 =

= [c0 + c1t + · · ·+ cn−1t
n−1],

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí c0 + c1t+ · · ·+ cn−1t
n−1 äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí f(t)

ñòåïåíè n, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè c0 = c1 = · · · = cn−1 = 0, ò.å. a0 = b0,
a1 = b1, . . . , an−1 = bn−1.
Óñëîâèå òîãî, ÷òî êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà� ïîëå. Õîòÿ êðèòåðèé
òîãî, ÷òî êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ áûë ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ îáëàñòåé öåëîñòíîñòè, â êîòîðûõ âñå èäåàëû ãëàâíûå, ïîâòîðèì åãî åùå
ðàç äëÿ ñëó÷àÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü f(t) � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç ïîëÿ k. Êîëüöî âû÷åòîâ k[t]/(f(t)) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì, êîãäà ìíîãî÷ëåí f(t) íåïðèâîäèì.

4. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
Ïîñòðîåíèå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ïðåäûäóùåãî ïàðà-
ãðàôà ïîçâîëÿåò êîíñòðóèðîâàòü íîâûå ïîëÿ, ðåàëèçóåìûå êàê êîëüöà âû÷åòîâ
êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ïî íåïðèâîäèìîìó ìîäóëþ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñòðîèì è
èçó÷àåì îäíî èç òàêèõ ïîëåé, èãðàþùåå âàæíåéøóþ ðîëü âî âñåé ìàòåìàòèêå.
Ëåììà 1. Ìíîãî÷ëåí t2 + 1 íåïðèâîäèì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ R[t] íàä ïîëåì
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê; òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå
t2 + 1 = p(t)q(t), ãäå p(t), q(t) ∈ R[t], ïðè÷åì deg p(t) ≥ 1, deg q(t) ≥ 1. Ïîñêîëüêó
deg p(t) + deg q(t) = deg(p(t)q(t)) = deg(t2 + 1) = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ñòåïåíè îáîèõ
ìíîãî÷ëåíîâ p(t), q(t) ðàâíû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå âåùåñòâåííûå
÷èñëà a, b, c, d, ÷òî p(t) = at + b, q(t) = ct + d. Èìååì ðàâåíñòâî:

t2 + 1 = p(t)q(t) = (at + b)(ct + d) = act2 + (ad + bc)t + bd;

ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ
ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ ac = bd = 1, ad = −bc. Íî òîãäà îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî 1 = (ac)(bd) = (ad)(bc) = −(bc)2 ≤ 0, à ýòî íåâîçìîæíî.

Èç ýòîé ëåììû è òåîðåìû 3.4 ñëåäóåò, ÷òî êîëüöî âû÷åòîâ R[t]/(t2+1) ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì; îíî íàçûâàåòñÿ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç i êëàññ âû÷åòîâ [t]t2+1 ∈ R[t]/(t2 + 1) = C. Êîìïëåêñíîå
÷èñëî i íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé; åå îñíîâíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå
êâàäðàò ðàâåí −1. Äåéñòâèòåëüíî,

i2 = ([t]t2+1)2 = [t2]t2+1 = [−1]t2+1 = −1.

Äàëåå, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.6, ëþáîé ýëåìåíò α èç ïîëÿ C = R[t]/(t2+1) îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâèì â âèäå a[t]t2+1 + b[t]t2+1 = a + bi, ãäå a, b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà;
îíè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ è êîýôôèöèåíòîì ìíèìîé
÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α è îáîçíà÷àþòñÿ Reα è Im α.



Ïîìíÿ, ÷òî i2 = −1, ëåãêî ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè;
â ÷àñòíîñòè, ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a+bi è c+di âûðàæàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i,

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi2 = (ac− bd) + (ad + bc)i.

Çàìå÷àíèå. Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî çàïèñàíî â âèäå a+bi, ýòî åùå íå çíà÷èò,
÷òî a è b � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü è êîýôôèöèåíò ïðè ìíèìîé ÷àñòè, ïîòîìó
÷òî íèîòêóäà íå ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà a, b âåùåñòâåííû. Ïîýòîìó íàì êàæäûé
ðàç ïðèäåòñÿ îá ýòîì ãîâîðèòü, è ó íàñ ïîñòîÿííî áóäóò âñòðå÷àòüñÿ íàäîåä-
ëèâûå ôðàçû âðîäå òàêîé: ïóñòü a + bi � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ãäå a, b ∈ R.
Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
α = a+bi, ãäå a è b âåùåñòâåííû, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |α| = √

a2 + b2. Ìîäóëü âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì; åñëè |α| = 0, òî a2 + b2 = 0, è
ïîòîìó a = b = 0, ò.å. α = a + bi = 0.

Ïóñòü α = a + bi ∈ C, ïðè÷åì a, b ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîäóëü r = |α|
÷èñëà α îòëè÷åí îò 0. Òîãäà (a/r)2 +

(
b/r)2 = 1, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå

âåùåñòâåííîå ÷èñëî ϕ, ÷òî a/r = cos ϕ, b/r = sin ϕ. Ýòî ÷èñëî îïðåäåëåíî íå
îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî âèäà 2kπ, ãäå k � öåëîå ÷èñëî; ëþáîå èç
òàêèõ ÷èñåë ϕ íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ÷èñëà α. Èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî åñëè r � ìîäóëü, à ϕ � àðãóìåíò ÷èñëà α = a + bi, òî

α = a + bi = r
(a

r
+ i

b

r

)
= r(cosϕ + i sin ϕ).

Åñëè α = 0, òî ìû ðàçðåøàåì ëþáîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó áûòü àðãóìåíòîì α,
è ñíîâà áóäåò α = r(cos ϕ + i sinϕ).

Òàêîå âûðàæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ÷åðåç åãî ìîäóëü è àðãóìåíò íàçûâàåòñÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñâÿçü îáðàòèìà: åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî α ïðåäñòàâëåíî â
âèäå α = r(cos ϕ + i sin ϕ), ãäå r ≥ 0 è ϕ � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òî r = |α|, à ϕ �
îäíî èç çíà÷åíèé àðãóìåíòà α. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî î÷åâèäíî. åñëè r = 0, à ïðè
r > 0 ïóñòü a = r cosϕ, b = r sinϕ, è òîãäà

α = a + bi, |α| =
√

(r cos ϕ)2 + (r)2 = r, a/r = cos ϕ, b/r = sin ϕ,

à ýòî è çíà÷èò, ÷òî ϕ � îäíî èç çíà÷åíèé àðãóìåíòà ÷èñëà α.

Ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Âûáåðåì íà ïëîñêîñòè äåêàð-
òîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó êàæäîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî α îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå α = a+ bi, ãäå a, b ∈ R, åñòåñòâåííî ñîïîñòàâèòü åìó òî÷êó
íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè(a, b). Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèì èçîáðàæåíèåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α. Êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ñîîòâåò-
ñòâóåò íåêîòîðîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó. Ïëîñêîñòü, ñîñòîÿùóþ èç èçîáðàæåíèé
âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íàçûâàþò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ, à îñè àáñöèññ è îð-
äèíàò íà íåé � âåùåñòâåííîé è ìíèìîé îñÿìè. Ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî
÷èñëà ñîâïàäàþò ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè åãî ãåîìåòðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ â
ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì O äåêàðòîâîé
ñèñòåìîé êîîðäèíàò, à ïîëÿðíàÿ îñü � ñ ïîëîæèòåëüíûì ëó÷îì âåùåñòâåííîé îñè.

Íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëåé ñóììû è ðàçíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α, β ∈ C. Òîãäà
∣∣|α| ± |β|

∣∣ ≤ |α± β| ≤ |α|+ |β|.



Äîêàçàòåëüñòâî. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ó÷àñòâóþò 6 íåðàâåíñòâ; äîêàæåì
ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî |α+β| ≤ |α|+ |β|, à îñòàëüíûå ïîëó÷àòñÿ èç íåãî â êà÷åñòâå
ïðîñòûõ ñëåäñòâèé. Ïðåæäå, ÷åì íà÷àòü äîêàçàòåëüñòâî, ñäåëàåì îäíî ïðîñòîå
çàìå÷àíèå. Ïóñòü x è y � äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà, ïðè÷åì ÷èñëî y íåîòðèöàòåëü-
íî; òîãäà èç íåðàâåíñòâà x2 ≤ y2 ñëåäóåò, ÷òî x ≤ y. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x < 0,
òî x < 0 ≤ y; åñëè æå ÷èñëî x, êàê è y, íåîòðèöàòåëüíî, òî èç íåðàâåíñòâà y < x
ñëåäîâàëî áû, ÷òî y2 < x2 ≤ y2, à ýòî íåâîçìîæíî, è ïîòîìó x ≤ y.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî |α|+ |β| íåîòðèöàòåëüíî, èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò,
÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà |α + β| ≤ |α|+ |β| äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
(∗) |α + β|2 ≤ (|α|+ |β|)2 = |α|2 + |β|2 + 2|α||β|.
Ïóñòü α = a + bi, β = c + di, ãäå a, b, c, d ∈ R; òîãäà α + β = (a + c) + (b + d)i è

|α+β|2 =(a+c)2+(b+d)2 =a2+b2+c2+d2+2(ac+bd)= |α|2+|β|2+2(ac+bd),

è íåðàâåíñòâî (∗) ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî ac + bd ≤ |α||β|. Íî |α||β| ≥ 0,
ïîýòîìó ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

(ac + bd)2 ≤ |α|2|β|2 = (a2 + b2)(c2 + d2),

êîòîðîå òðèâèàëüíî, ïîòîìó ÷òî
(a2+b2)(c2+d2)−(ac+bd)2 =(a2c2+a2d2+b2c2+b2d2)−(a2c2+2abcd+b2d2)=

=a2d2+b2c2−2abcd=(ad−bc)2 ≥ 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè îñòàëüíûå ïÿòü íåðàâåíñòâ èç óæå äîêàçàííîãî íåðà-
âåíñòâà |α+β| ≤ |α|+ |β|, çàìåòèì, ÷òî |−α| =

√
(−a)2 + (−b)2 =

√
a2 + d2 = |α|,

è òî÷íî òàê æå | − β| = |β|; ïîýòîìó
|α− β| = |α + (−β)| ≤ |α|+ | − β| = |α|+ |β|;
|α| = |(α± β) + (∓β)| ≤ |α± β|+ | ∓ β| = |α± β|+ |β|;
|β| = |(α± β) + (∓α)| ≤ |α± β|+ | ∓ α| = |α± β|+ |α|,

à ýòî è ñóòü òå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå ìû õîòåëè ïîëó÷èòü.
Äîêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ äîïóñêàþò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Åñëè òî÷êè A,B, C ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè èçîáðàæåíèÿìè êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë α, β è α+β, òî ñóììà âåêòîðîâ −→OA è −−→OB ðàâíà âåêòîðó −−→OC, è ïîòîìó ñóììà
äëèí ïåðâûõ äâóõ âåêòîðîâ íå ìåíüøå, à ðàçíîñòü äëèí � íå áîëüøå äëèíû òðå-
òüåãî. Íî ýòî êàê ðàç è çíà÷èò, ÷òî

∣∣|α| − |β|
∣∣ ≤ |α + β| ≤ |α|+ |β|.

Ñîïðÿæåíèå äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïóñòü α = a + bi ∈ C, ãäå a, b ∈ R. Ñîïðÿ-
æåííûì ê α íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî a− bi; îíî îáîçíà÷àåòñÿ α.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü α, β ∈ C. Òîãäà

(1) α = α òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ∈ R;
(2) (α) = α;
(3) αα = |α|2;
(4) åñëè α 6= 0, òî α−1 = α/|α|2, α−1 = α/|α|2;
(5) α± β = α± β;
(6) αβ = αβ;
(7) åñëè β 6= 0, òî α/β = α/β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = a + bi ∈ C, β = c + di, ãäå a, b, c, d ∈ R. Òîãäà
(1) α = α òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 = α− α = (a + bi)− (a− bi) = 2bi, ò.å.

bi = 0 è α = a + bi = a ∈ R;
(2) (α) = (a + bi) = a− bi = a + bi = α;
(3) αα = (a + bi)(a− bi) = a2 + b2 = |α|2;
(4) åñëè α 6= 0, òî |α| 6= 0 è α(α/|α|2) = α(α/|α|2) = (αα)/|α|2 = |α|2/|α|2 = 1;



(5) α± β = (a + bi)± (c + di) = (a± c) + (b± d)i = (a± c)− (b± d)i =
= (a− bi)± (c− di) = α± β;

(6) αβ = (a + bi)(c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i = (ac− bd)− (ad + bc)i =
= (a− bi)(c− di) = αβ;

(7) α/β = αβ−1 = αβ−1 = α(β/|β|2) = α(β/|β|2)) = αβ
−1

= α/β.

Óìíîæåíèå è äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ïóñòü
α = r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1), β = r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2) � äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, çàïè-
ñàííûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Òîãäà

αβ = (r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1))(r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2)) =

= r1r2(cos ϕ1 cos ϕ2 − sin ϕ1 sinϕ2) + i(sin ϕ1 cos ϕ2 + cos ϕ1 sin ϕ2) =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2));

α

β
= αβ−1 = αβ/|β|2 = (r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1))(r2(cos ϕ2 − i sin ϕ2))/r2

2 =

=
r1

r2
(cos ϕ1 cosϕ2 + sin ϕ1 sin ϕ2) + i(sinϕ1 cos ϕ2 − cosϕ1 sin ϕ2) =

=
r1

r2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óìíîæåíèè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàäàííûõ ñâîèìè
ìîäóëÿìè è àðãóìåíòàìè, ïîëó÷àåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ïðîèçâå-
äåíèå ìîäóëåé ñîìíîæèòåëåé è ñóììà èõ àðãóìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ìîäóëåì è àðãóìåíòîì. Àíàëîãè÷íî, îòíîøåíèå ìîäóëåé è ðàçíîñòü àðãóìåíòîâ
ñëóæàò ìîäóëåì è àðãóìåíòîì îòíîøåíèÿ ýòèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ôîðìóëà äëÿ óìíîæåíèÿ ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ ïðè ïîìîùè èíäóêöèè íà ïðîèç-
âåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé:

n∏
s=1

rs(cos ϕs + i sin ϕs) =
n∏

s=1

rs(cos
n∑

s=1

ϕs + i sin
n∑

s=1

ϕs).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå ñîìíîæèòåëè îäèíàêîâû è èõ ìîäóëè ðàâíû 1, ïîëó÷àåì
ôîðìóëó

(cos ϕ + i sin ϕ)n = cos nϕ + i sinnϕ,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìóàâðà. Îíà äîêàçàíà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
ïîêàçàòåëÿ n, îäíàêî, åå ëåãêî îáîáùèòü è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ïîêà-
çàòåëÿ. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α 6= 0 è n > 0 ïîëîæèì α−n = (αn)−1; ïîëîæèì
òàêæå α0 = 1. Ìû ïîëó÷àåì:

(cos ϕ + i sinϕ)0 = 1 = cos(0 · ϕ) + i sin(0 · ϕ),

(cos ϕ + i sinϕ)−n = ((cos ϕ + i sin ϕ)n)−1 = (cosnϕ + i sin nϕ)−1 =

= cos nϕ− i sin nϕ = cos(−nϕ) + i sin(−nϕ).

Ýêñïîíåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è ôîðìóëû Ýéëåðà. Ïóñòü
e = lim

n→∞
(1 + 1/n)n = 2, 718281828459045... ;

îïðåäåëèì ñòåïåíè e ñ êîìïëåêñíûìè ïîêàçàòåëÿìè. Äëÿ ÷èñëà a + bi ∈ C, ãäå
a, b ∈ R, ïîëîæèì ea+bi = ea(cos b + i sin b). Ïîêàæåì, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ýêñ-
ïîíåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îáëàäàåò ïðèâû÷íûìè ñâîéñòâàìè ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè.
Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ C è ëþáîãî öåëîãî n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâà

eαeβ = eα+β , (eα)n = enα.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = a + bi, β = c + di, ãäå a, b, c, d ∈ R; òîãäà, ïîëü-
çóÿñü ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå è
ôîðìóëîé Ìóàâðà, ïîëó÷àåì, ÷òî

eαeβ = (ea(cos b + i sin b))(ec(cos d + i sin d)) = ea+c(cos(b + d) + i sin(b + d)) =

= e(a+c)+(b+d)i = eα+β ,

(eα)n = (ea(cos b + i sin b))n = ena(cosnb + i sin nb) = ena+nbi = enα.

Ëþáîå íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî α ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ýêñïîíåí-
òû: åñëè r è ϕ � ìîäóëü è àðãóìåíò α, òî α = r(cos ϕ + i sinϕ) = eln r+iϕ. Îäíàêî,
÷àùå ÷èñëî α çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå α = reiϕ. Òàêèå ôîðìû çàïèñè êîìïëåêñíîãî
÷èñëà "ïî÷òè åäèíñòâåííû" â ñìûñëå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè α, β ∈ C è eα = eβ, òî ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî
k, òàêîå ÷òî α − β = 2kπi. Åñëè r1, r2 > 0 è ϕ1, ϕ2 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
òàêèå ÷òî r1e

iϕ1 = r2e
iϕ2 , òî r1 = r2, è ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî

ϕ1 − ϕ2 = 2kπ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = a + bi, β = c + di, ãäå a, b, c, d ∈ R; åñëè eα = eβ , òî
ea(cos b + i sin b) = eα = eβ = ec(cos d + i sin d);

ìîäóëè ea è ec ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâíû, ïîýòîìó a = c. Äàëåå, ea = ec 6= 0,
è ìû ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òî cos b + i sin b = cos d + i sin d, ò.å.

cos b = cos d, sin b = sin d,

à ýòî áûâàåò òîëüêî òîãäà, êîãäà b− d = 2kπ äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k. Èòàê,
α− β = (a + bi)− (c + di) = (b− d)i = 2kπi.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå � âàðèàíò ïåðâîãî; åñëè ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðèìåíèòü
ê ðàâåíñòâó eln r1+iϕ1 = eln r2+iϕ2 , òî ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z

2kπi = (ln r1 + iϕ1)− (ln r2 + iϕ2) = (ln r1 − ln r2) + (ϕ1 − ϕ2)i,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ln r1 − ln r2 = 0, ò.å. r1 = r2, è ϕ1 − ϕ2 = 2kπ.

Èñïîëüçóÿ ýêñïîíåíòó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ëåãêî ïîëó÷èòü êðàñèâûå ôîðìóëû
äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà, èçâåñòíûå êàê ôîðìóëû Ýéëåðà. Ïóñòü x � âåùåñòâåííîå
÷èñëî; òîãäà exi = cos x + i sin x, e−xi = cos x− i sin x, îòêóäà ïîëó÷àåì:

cos x =
exi + e−xi

2
, sin x =

exi − e−xi

2i
.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íàøåì îïðåäåëåíèè eα = lim
n→∞

(1+α/n)n

äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α, òàê ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ
ñ èçâåñòíûìè èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ôàêòàìè. Íî íàì ýòî íå
ïîíàäîáèòñÿ.

Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóë Ìóàâðà è Ýéëåðà. Èç øêîëüíîãî êóðñà èçâåñòíû
ôîðìóëû sin 2x = 2 sin x cos x, cos 2x = cos2 x− sin2 x. Îíè ëåãêî îáîáùàþòñÿ ïðè
ïîìîùè ôîðìóëû Ìóàâðà. Ïóñòü n ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî; òîãäà

cos nx + i sin nx = (cos x + i sin x)n.

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè ôîðìóëû áèíîìà Íüþòî-
íà, âîñïîëüçîâàâøèñü åùå òåì, ÷òî i2s = (−1)s, i2s+1 = (−1)si äëÿ ëþáîãî öåëîãî
s:

cos nx + i sin nx = (cos x + i sin x)n =
n∑

j=0

Cj
n cosn−j x(i sinx)j =



=
[n/2]∑
s=0

C2s
n cosn−2s x sin2s xi2s +

[(n−1)/2]∑
s=0

C2s+1
n cosn−2s−1 x sin2s+1 xi2s+1 =

=
[n/2]∑
s=0

(−1)sC2s
n cosn−2s x sin2s x + i

[(n−1)/2]∑
s=0

(−1)sC2s+1
n cosn−2s−1 x sin2s+1 x

(ïåðåõîä îò òðåòüåãî âûðàæåíèÿ ê ÷åòâåðòîìó ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ñóììó ïî
âñåì èíäåêñàì j ïðåäñòàâëÿåì êàê ñóììó ñóìì ïî ÷åòíûì è ïî íå÷åòíûì èíäåê-
ñàì). Ïðèðàâíèâàÿ âåùåñòâåííûå ÷àñòè è êîýôôèöèåíòû ìíèìûõ ÷àñòåé ïðàâîé
è ëåâîé ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëû

cos nx =
[n/2]∑
s=0

(−1)sC2s
n cosn−2s x sin2s x,

sin nx =
[(n−1)/2]∑

s=0

(−1)sC2s+1
n cosn−2s−1 x sin2s+1 x.

Ïðè n = 2 ýòè ôîðìóëû ïðåâðàùàþòñÿ â ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû äëÿ ñèíóñà
è êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ýéëåðà è áèíîì Íüþòîíà, ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëû, ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñòåïåíè ñèíóñà è êîñèíóñà êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñèíóñîâ è êî-
ñèíóñîâ êðàòíûõ óãëîâ; äëÿ n = 2 òàêèå ôîðìóëû èçâåñòíû èç øêîëüíîãî êóðñà:

sin2 x = (1− cos 2x)/2, cos2 x = (1 + cos 2x)/2.

Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü çäåñü îáùèå ôîðìóëû, à îãðàíè÷èìñÿ ðàçëîæåíèåì ïî
ñèíóñàì è êîñèíóñàì êðàòíûõ óãëîâ äëÿ ïÿòîé è øåñòîé ñòåïåíåé ñèíóñà.

sin5 x=
(

exi−e−xi

2i

)5

=
e5xi−5e4xie−xi+10e3xie−2xi−10e2xie−3xi+5exie−4xi−e−5xi

32i
=

=
1
16

(
e5xi−e−5xi

2i
−5

e3xi−e−3xi

2i
+10

exi−e−xi

2i

)
=

1
16

sin 5x− 5
16

sin 3x+
5
8

sinx;

sin6 x=
(

exi−e−xi

2i

)6

=
e6xi−6e4xi+15e2xi−20 + 15e−2xi−6e−4xi+e−6xi

−64
=

=
e6xi+e−6xi

−64
−6

e4xi+e−4xi

−64
+15

e2xi+e−2xi

−64
− 20

64
=− 1

32
cos 6x+

3
16

cos 4x−15
32

cos 2x+
5
8

.

Ïðèâåäåì åùå îäíó çàäà÷ó, â ðåøåíèè êîòîðîé ïîìîãàþò ôîðìóëû Ìóàâðà è
Ýéëåðà. Ìû õîòèì íàéòè áîëåå êîìïàêòíîå âûðàæåíèå äëÿ ñóììû

T = sin x + sin 2x + · · ·+ sin nx.

Íàðÿäó ñ ñóììîé T ðàññìîòðèì åùå ñóììó S = 1+cos x+cos 2x+· · ·+cos nx. ×èñëà
S è T âåùåñòâåííûå; âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, íàéäåì, ÷òî

S + iT = (1 + cos x + cos 2x + · · ·+ cos nx) + i(sinx + sin 2x + · · ·+ sin nx) =

= 1 + (cos x + i sinx) + (cos 2x + i sin 2x) + . . . + (cos nx + i sin nx) =

= 1 + eix + e2ix + · · ·+ enix =
e(n+1)ix − 1

eix − 1
=

ei(n+1)x/2

eix/2

ei(n+1)x/2 − e−i(n+1)x/2

eix/2 − eix/2
=

= einx/2 (ei(n+1)x/2 − e−i(n+1)x/2)/2i

(eix/2 − eix/2)/2i
=

(
cos

nx

2
+ i sin

nx

2

)
sin (n+1)x

2

sin x
2

.



Ñðàâíèâàÿ âåùåñòâåííûå ÷àñòè è êîýôôèöèåíòû ìíèìûõ ÷àñòåé ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, íàõîäèì, ÷òî

S =1 + cos x + cos 2x + · · ·+ cos nx =
cos nx

2 sin (n+1)x
2

sin x
2

,

T =sin x + sin 2x + · · ·+ sin nx =
sin nx

2 sin (n+1)x
2

sin x
2

.

Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíûõ êîðíåé èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïóñòü α ∈ C è ïóñòü
n ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî β íàçûâàåòñÿ êîðíåì n-é ñòåïåíè
èç α, åñëè βn = α.
Òåîðåìà 2. Ó âñÿêîãî íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a+bi, ãäå a, b ∈ R, â ïîëå C
åñòü ðîâíî äâà êâàäðàòíûõ êîðíÿ (ò.å. êîðíÿ ñòåïåíè 2), êîòîðûå ñëåäóþùèì
îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a è b:

±
(√

a +
√

a2 + b2

2
+

b

2

√
2

a +
√

a2 + b2
i

)
, åñëè b 6= 0;

±√a, åñëè b = 0, a > 0;
± i
√−a, åñëè b = 0, a < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ R è a+ bi = (x+yi)2 = (x2−y2)+2xyi; ñðàâíèâàÿ
âåùåñòâåíûå ÷àñòè è êîýôôèöèåíòû ìíèìûõ ÷àñòåé ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîí ðà-
âåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå äâóõ ðàâåíñòâ x2 − y2 = a,
2xy = b.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé ñëó÷àé b = 0; èç ðàâåíñòâà 2xy = b = 0
ñëåäóåò, ÷òî òîãäà x = 0 èëè y = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå a = −y2 < 0, è y = ±√−a,
à âî âòîðîì a = x2 > 0, x = ±√a. Èòàê, åñëè (x + yi)2 = a 6= 0, òî x + yi = ±√a
èëè x + yi = ±i

√−a â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà a. Î÷åâèäíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïîëó÷åííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè êîðíÿìè
èç a.

Ïóñòü òåïåðü b 6= 0; èç ðàâåíñòâ x2 − y2 = a, 2xy = b ñëåäóåò, ÷òî
(x2 + y2)2 = (x2 − y2)2 + (2xy)2 = a2 + b2.

Èçâëåêàÿ êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ ÷òî x, y ∈ R è
ïîòîìó x2 + y2 ≥ 0, íàõîäèì, ÷òî x2 + y2 =

√
a2 + b2, à çíà÷èò,

x2 =
(
(x2 − y2) + (x2 + y2)

)
/2 = (a +

√
a2 + b2)/2.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî a+
√

a2 + b2 ïîëîæèòåëüíî: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìåëè
áû −a ≥ √

a2 + b2 ≥ 0, îòêóäà ñëåäîâàëî áû, ÷òî a2 = (−a)2 ≥ a2 + b2, à ýòî
íåâîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî b 6= 0. Ìû íàõîäèì òåïåðü, ÷òî åñëè x+yi � êâàäðàòíûé

êîðåíü èç a + bi, òî x = ±
√

a +
√

a2 + b2

2
, à ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ÷èñëà

y ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ 2xy = b. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè x + yi �
êâàäðàòíûé êîðåíü èç a + bi, òî

x + yi = ±
(√

a +
√

a2 + b2

2
+

b

2

√
2

a +
√

a2 + b2
i

)
.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå íàìè êîìïëåêñíûå ÷èñëà � äåéñòâèòåëüíî
êâàäðàòíûå êîðíè èç a + bi:

(
±

(√
a +

√
a2 + b2

2
+

b

2

√
2

a +
√

a2 + b2
i

))2

=



=
(a +

√
a2 + b2

2
− b2

2(a +
√

a2 + b2)

)
+ bi =

=
(a +

√
a2 + b2

2
− (

√
a2 + b2)2 − a2

2(a +
√

a2 + b2)

)
+ bi =

=
(a +

√
a2 + b2

2
− −a +

√
a2 + b2

2

)
+ bi = a + bi.

Èçâëå÷åíèå êîðíåé ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Åñëè ìû ïîïû-
òàåìñÿ ïðèìåíèòü òîò æå ïîäõîä, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äëÿ èçâëå÷åíèÿ
êîðíåé òðåòüåé ñòåïåíè x + yi èç ÷èñëà a + bi ∈ C, òî ïîëó÷èì äëÿ x è y ñèñòåìó
óðàâíåíèé òðåòüåé ñòåïåíè. Ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ òðåòüåé
ñòåïåíè îò îäíîé íåèçâåñòíîé; òàêèå óðàâíåíèÿ óìåëè ðåøàòü åùå â ñðåäíèå âåêà.
Îäíàêî, êàêîé áû ñïîñîá ðåøåíèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè ìû
íè ïðèìåíÿëè, âñåãäà ïî õîäó äåëà íàì ïðèäåòñÿ èçâëåêàòü êîðåíü òðåòüåé êàê
ðàç èç ÷èñëà a + bi, è ó íàñ âîçíèêàåò çàìêíóòûé êðóã.

Ïîýòîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîðíåé ñòåïåíåé, áîëüøèõ 2, ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçî-
âàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü α 6= 0 � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, r è ϕ � åãî ìîäóëü è àðãóìåíò,
è ïóñòü n ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñóùåñòâóåò ðîâíî n êîðíåé ñòåïåíè n èç
α, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

βk = n
√

rei(ϕ+2kπ)/n = n
√

r
(
cos

ϕ + 2kπ

n
+ i sin

ϕ + 2kπ

n

)
,

ãäå k = 0, 1, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî β = ρeiψ (ãäå ρ > 0 è ψ âåùåñòâåííû)
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà α = reiϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
reiϕ = α = βn = ρneinψ; ïî ïðåäëîæåíèþ 3 ýòî çíà÷èò, ÷òî r = ρn, ò.å. ρ =
n
√

r, è ñóùåñòâóåò ÷èñëî k ∈ Z, òàêîå ÷òî nψ = ϕ + 2kπ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà
βk = n

√
rei(ϕ+2kπ)/n � êîðíè ñòåïåíè n èç α, è âñÿêèé êîðåíü ñîâïàäàåò ñ îäíèì

èç βk. Íî ñðåäè ÷èñåë βk ìíîãî ñîâïàäàþùèõ; òî÷íåå, ïî ïðåäëîæåíèþ 3 ÷èñëà
βs è βt ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî l, òàêîå ÷òî

2lπ =
ϕ + 2sπ

n
− ϕ + 2tπ

n
=

2(s− t)π
n

,

ò.å. êîãäà s − t = nl ÷ n. Ïîýòîìó ÷èñëà β0, β1, . . . , βn−1 ðàçëè÷íû, è ëþáîå èç
÷èñåë βk ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïåðå÷èñëåííûõ, ïîòîìó ÷òî ÷èñëî k ñðàâíèìî ïî
ìîäóëþ n ñî ñâîèì îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà n.

Êîðíè èç 1. Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ n êîðíåé n-é ñòåïåíè èç 1

ζk = ei·2πk/n = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
(k = 0, 1, . . . , n− 1).

Çíàíèå êîðíåé èç 1 ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà, åñëè èçâåñòåí îäèí èç íèõ.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü n ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 0 6= α ∈ C è β � îäèí èç
êîðíåé ñòåïåíè n èç α. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîðíÿ ζ ñòåïåíè n èç 1 ïðîèçâåäåíèå
βζ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñòåïåíè n èç α. Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî êîðíÿ β′ ñòåïåíè n
èç α íàéäåòñÿ êîðåíü ζ ñòåïåíè n èç 1, òàêîé ÷òî β′ = βζ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè βn = α, ζn = 1, òî (βζ)n = βnζn = α · 1 = α. Îáðàòíî,
åñëè β′n òîæå ðàâíÿåòñÿ α è ζ = β′/β, òî ζn = β′n/βn = α/α = 1 è β′ = βζ.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü n ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèå êîðíåé n-é
ñòåïåíè èç 1 � ñíîâà êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îáðàòíîå ê



êîðíþ n-é ñòåïåíè èç 1 � òîæå êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1. ×èñëî 1 � êîðåíü n-é
ñòåïåíè èç 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî 1n = 1. Ïóñòü ζ, η � êîðíè èç 1 ñòåïåíè n; òîãäà
ζn = ηn = 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

(ζη)n = ζnηn = 1 · 1 = 1, (ζ−1)n = (1/ζ)n = 1/ζn = 1/1 = 1.

Èòàê, ÷èñëà ζη, ζ−1, 1 � êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1.

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî, ïðåä-
ëîæåíèå 5 îçíà÷àåò, ÷òî êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1 îáðàçóþò îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ àáåëåâó ãðóïïó. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïðîÿñíÿþò ñòðóêòóðó ýòîé ãðóïïû.

Ïóñòü n ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1 íàçûâàåòñÿ ïåðâî-
îáðàçíûì êîðíåì ñòåïåíè n èç 1, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìåíüøåé ñòåïåíè
èç 1.
Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü n ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êîðåíü ñòåïåíè n èç 1

ζk = ei·2πk/n = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ñòåïåíè n èç 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
÷èñëà k è n âçàèìíî ïðîñòû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k è n íå âçàèìíî ïðîñòû; òîãäà ó íèõ åñòü îáùèé äåëè-
òåëü d ≥ 2, è ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà k1, n1, òàêèå ÷òî k = dk1, n = dn1. ßñíî,
÷òî 0 < n1 < n; â òî æå âðåìÿ

ζn1
k = ei·2πkn1/n = ei·2πk1dn1/n = ei·2πk1n/n = e2πk1i = 1,

òàê ÷òî ζk � íå ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç 1.
Ïóñòü òåïåðü k è n âçàèìíî ïðîñòû, è ïóñòü ζk � íå ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü

ñòåïåíè n èç 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òàêîå ÷òî 0 < m < n è
ζm
k = 1. Íî ζm

k = (ei·2πk/n)m = ei·2πkm/n, à ýòî ÷èñëî ðàâíî 1 òîëüêî òîãäà, êîãäà
÷èñëî km/n öåëîå, ò.å. km äåëèòñÿ íà n. Ïîñêîëüêó k è n âçàèìíî ïðîñòû, ýòî
âîçìîæíî òîëüêî ïðè m÷ n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâàì 0 < m < n.

Äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñòåïåíè n âñå-
ãäà ñóùåñòâóþò; íàïðèìåð, ζ1 = e2πi/n � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç
1. Áîëåå òîãî, ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé
ñòåïåíè n èç 1 ðàâíî ϕ(n).
Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü n ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ïóñòü θ � ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ñòåïåíè n èç 1. Ëþáîé êîðåíü ñòåïåíè n èç 1 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ θ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå n ÷èñåë θ0, θ1, θ2, . . . , θn−1 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñòåïåíè n èç
1, è ñðåäè íèõ íåò îäèíàêîâûõ: èíà÷å áûëî áû θs = θt äëÿ íåêîòîðûõ ïîêàçàòåëåé
0 ≤ s < t < n, è òîãäà ìû áû èìåëè θt−s = 1 äëÿ 0 < t− s < n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïåðâîîáðàçíîñòè θ. Çíà÷èò, âñå n êîðíåé ñòåïåíè n èç 1 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
{θ0, θ1, θ2, . . . , θn−1}, ñîñòîÿùåìó èç ñòåïåíåé θ.

5. Ìíîãî÷ëåíû êàê ôóíêöèè. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ
Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà. Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ìíîãî÷ëåíû ôîðìàëüíî,
òî÷íåå, êàê ýëåìåíòû êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ. Òåïåðü æå ìû íà÷íåì ðàññìàòðèâàòü
èõ è ñ ôóíêöèîíàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1, è ïóñòü Λ �
àññîöèàòèâíîå êîëüöî íî íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ñîäåðæàùåå A
â êà÷åñòâå ïîäêîëüöà. Ïóñòü, äàëåå, f(t) = a0 + at + . . . + antn ∈ A[t] è ïóñòü α
� òàêîé ýëåìåíò èç Λ, êîòîðûé ïåðåñòàíîâî÷åí ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç A (ýòî



çíà÷èò, ÷òî aα = αa äëÿ êàæäîãî a ∈ A). Çíà÷åíèåì f(α) ìíîãî÷ëåíà f(t) ïðè
t = α íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

f(α) = a0 + a1α + . . . + anαn =
n∑

i=0

aiα
i ∈ Λ

(ìû ñ÷èòàåì, ÷òî α0 = 1 äàæå åñëè α = 0). Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïåðåìåííîé
t ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò íå îáÿçàòåëüíî ñàìîìó êîëüöó
A, íî, áûòü ìîæåò, åãî ðàñøèðåíèþ.
Çàìå÷àíèå. Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà tn = 1 ·tn ïðè t = α ∈Λ ðàâíî 1 ·αn, à íå αn,
ïîòîìó ÷òî åäèíèöà 1 êîëüöà A íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé êîëüöà Λ.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà � åãî ñîãëàñîâàííîñòü ñ äåéñòâèÿìè
íàä ìíîãî÷ëåíàìè.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, è
ïóñòü Λ ⊇ A � àññîöèàòèâíîå êîëüöî, ñîäåðæàùåå A â êà÷åñòâå ïîäêîëüöà.
Ïóñòü, äàëåå, α � ýëåìåíò èç Λ, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç A,
f(t), g(t) ∈ A[t], s(t) = f(t) + g(t), p(t) = f(t)g(t). Òîãäà s(α) = f(α) + g(α),
p(α) = f(α)g(α).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òðóäíåå ñôîðìóëèðîâàòü, ÷åì äîêàçàòü. Ïóñòü

f(t) = a0 + a1t + . . . + antn, g(t) = b0 + b1t + . . . + bntn,

ãäå n ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ f(t), g(t), à ai, bj � ýëåìåíòû èç A.
Òîãäà s(t) = f(t) + g(t) = (a0 + b0) + (a1 + b1)t + . . . + (an + bn)tn, è ïîòîìó

s(α) = (a0 + b0) + (a1 + b1)α + . . . + (an + bn)αn =

= (a0 + aα + . . . + anαn) + (b0 + b1α + . . . + bnαn) = f(α) + g(α).

Äàëåå, çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà aibjt
i+j ðàâíî aibjα

i+j . Íî p(t)=f(t)g(t)=
∑
i,j

aibjt
i+j ,

è ïî óæå äîêàçàííîìó çíà÷åíèå ýòîé ñóììû ðàâíî ñóììå çíà÷åíèé ñëàãàåìûõ,
ò.å.

p(α) =
∑

i,j

aibjα
i+j =

( n∑

i=0

aiα
i
)( n∑

j=0

bjα
j
)

= f(α)g(α).

Òåîðåìà Áåçó. Ïåðâûì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 2 (òåîðåìà Áåçó). Ïóñòü k � ïîëå, f(t) ∈ k[t], a, c ∈ k. Ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) f(t) ≡ c (mod (t− a));
(2) f(a) = c.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Åñëè f(t) ≡ c (mod (t − a)), òî f(t) − c äåëèòñÿ íà
(t−a), è ïîòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí q(t) ∈ k[t], ÷òî f(t)− c = q(t)(t−a).
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1,

f(a)− c = q(a)(a− a) = q(a) · 0 = 0,

ò.å. f(a) = c.
(2) ⇒ (1). Ìíîãî÷ëåí f(t) ñðàâíèì ïî ìîäóëþ t− a ñ îñòàòêîì r(t) îò äåëåíèÿ

f(t) íà t − a. Íî deg r(t) < deg(t − a) = 1, ïîýòîìó r(t) = d ∈ k. Òàêèì îáðàçîì,
f(t) ≡ d (mod (t− a)), è ïî óæå äîêàçàííîé ÷àñòè íàøåãî óòâåðæäåíèÿ d = f(a).
Åñëè f(a) = c, òî ïîëó÷àåì, ÷òî d = f(a) = c è f(t) ≡ d = c (mod (t− a)).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü f(t) ∈ k[t], a ∈ k. Ìíîãî÷ëåí f(t) äåëèòñÿ
íà (t− a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(a) = 0.



Êîðíè ìíîãî÷ëåíà. Ïóñòü k � ïîëå. Ýëåìåíò a ∈ k íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà
f(t) ∈ k[t], åñëè f(a) = 0. Ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî
òàê: ýëåìåíò α ∈ k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(t) ∈ k[t] òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà f(t) äåëèòñÿ íà (t− a).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k � ïîëå. Ëþáîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ k[t] èìååò â k
íå áîëüøå êîðíåé, ÷åì åãî ñòåïåíü deg f(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , ar ∈ k � ðàçëè÷íûå êîðíè f(t); ïî ñëåäñòâèþ èç
òåîðåìû Áåçó ìíîãî÷ëåí f(t) äåëèòñÿ íà êàæäûé èç äâó÷ëåíîâ t−ai, 1 ≤ i ≤ r. Íî
ýòè äâó÷ëåíû ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó f(t) äåëèòñÿ íà èõ ïðîèçâåäåíèå
(t− a1) · · · (t− ar); îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî r = deg((t− a1) · · · (t− ar)) ≤ deg f(t).

Íàïîìíèì, ÷òî äâà ìíîãî÷ëåíà ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýô-
ôèöèåíòû. Îäíàêî, ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ f(t), g(t) ∈ k[t] è
äðóãèì ñïîñîáîì, à èìåííî, ñ÷èòàòü ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâû, åñëè f(a) =
g(a) äëÿ âñåõ a ∈ k. Òàêîå ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà è ôóíêöèîíàëüíîãî ðà-
âåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ïî÷òè âñåãäà ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 2 (î ôîðìàëüíîì è ôóíêöèîíàëüíîì ðàâåíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ).
Ïóñòü k � áåñêîíå÷íîå ïîëå, è ïóñòü f(t), g(t) � ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè èç k. Åñëè f(a) = g(a) äëÿ âñåõ a ∈ k (ò.å. åñëè ìíîãî÷ëåíû f(t) è g(t)
ôóíêöèîíàëüíî ðàâíû), òî ìíîãî÷ëåíû f(t), g(t) ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå ñòåïåíè îáîèõ
ìíîãî÷ëåíîâ f(t), g(t); òîãäà ñòåïåíü ðàçíîñòè h(t) = f(t) − g(t) ñòðîãî ìåíüøå,
÷åì N , íî ëþáîé ýëåìåíò a ∈ k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì h(t), òàê êàê h(a)=f(a)−g(a)=0.
Åñëè h(t) 6= 0 è â ïîëå k íàéäåòñÿ íå ìåíüøå N ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî íåíó-
ëåâîé ìíîãî÷ëåí h(t) èìååò áîëüøå êîðíåé, ÷åì åãî ñòåïåíü, à ýòî íåâîçìîæíî;
ïîýòîìó h(t) = 0 è f(t) = g(t).

Îòìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü ïîëÿ k ñóùåñòâåííà: ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà
ìíîãî÷ëåíû tp è t íàä ïîëåì âû÷åòîâ Z/(p) ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p ôóíêöèîíàëüíî
ðàâíû, íî, êîíå÷íî, îíè íå ðàâíû.

Êðàòíîñòü êîðíÿ. Ïóñòü f(t) �íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì k è ïóñòü a ∈ k �
åãî êîðåíü. Òîãäà f(t) äåëèòñÿ íà (t− a); íî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî f(t) äåëèòñÿ è
íà áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü äâó÷ëåíà (t− a). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî s ≥ 1 íàçûâàåòñÿ
êðàòíîñòüþ êîðíÿ a ìíîãî÷ëåíà f(t), åñëè ìíîãî÷ëåí f(t) äåëèòñÿ íà (t− a)s, íî
íå äåëèòñÿ íà (t− a)s+1. Äîïîëíèì ýòî îïðåäåëåíèå, ïðèíÿâ, ÷òî a ∈ k � êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà f(t) êðàòíîñòè 0, åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì f(t),

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü k � ïîëå, f(t) ∈ k[t] �íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, è ïóñòü
a1, . . . , ar ∈ k � âñå åãî ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè, à s1, . . . , sr ≥ 1 � èõ êðàòíîñòè.
Òîãäà

f(t) = a(t− a1)s1 · · · (t− ar)srp1(t) · · · pq(t),
ãäå a ∈ k � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f(t), à p1(t), . . . , pq(t) � íåïðèâî-
äèìûå óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ìåíüøå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåíû (t − a1)s1 , . . . , (t − ar)sr ïîïàðíî âçàèìíî ïðî-
ñòû, è ìíîãî÷ëåí f(t) äåëèòñÿ íà êàæäûé èç íèõ. Ïîýòîìó f(t) äåëèòñÿ íà èõ
ïðîèçâåäåíèå (t−a1)s1 · · · (t−ar)sr , è ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí g(t) ∈ k[t], òàêîé ÷òî

f(t) = (t− a1)s1 · · · (t− ar)srg(t).

Ïóñòü g(t) = ap1(t) · · · pq(t) � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå g(t) â ïðîèçâåäåíèå ñòàð-
øåãî êîýôôèöèåíòà a è íåïðèâîäèìûõ óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ p1(t), . . . , pq(t)



(òàêîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè äëÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ). Òîãäà

f(t) = a(t− a1)s1 · · · (t− ar)srp1(t) · · · pq(t),

è íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíü êàæäîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ pi(t) íå ìåíüøå
2. Ïóñòü deg pj(t) = 1; òîãäà pj(t) = t − a äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ k. Ïîñêîëüêó f(t)
äåëèòñÿ íà pj(t) = t − a, ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì f(t) è ïîòîìó ñîâïàäàåò ñ
êàêèì-òî èç ýëåìåíòîâ ai, 1 ≤ i ≤ r. Ìû âèäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f(t) äåëèòñÿ íà
(t−ai)si+1, âîïðåêè òîìó, ÷òî êðàòíîñòü êîðíÿ ai ðàâíà si. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå
deg pj(t) = 1 áûëî íåâåðíûì, è deg pj(t) ≥ 2 äëÿ âñåõ j, 1 ≤ j ≤ q.

Ñëåäñòâèå 1. Êðàòíîñòü êîðíÿ a ìíîãî÷ëåíà f(t) 6= 0 ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ,
â êîòîðîé äâó÷ëåí (t− a) âõîäèò â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(t) â
ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ýòî âåðíî è äëÿ íóëåâîé
êðàòíîñòè).

Ñëåäñòâèå 2. ×èñëî êîðíåé íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà, ñ÷èòàåìûõ êàæäûé ñòîëü-
êî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü, íå áîëüøå ñòåïåíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûå ïîëÿ. Ïîëå k íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì,
åñëè âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ k[t], ñòåïåíü êîòîðîãî áîëüøå 0, èìååò â k õîòÿ áû
îäèí êîðåíü. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí 0, ñòåïåíü êîòîðîãî íå áîëüøå 0, èìååò â
êà÷åñòâå êîðíåé âñå ýëåìåíòû ïîëÿ k; çàòî âñå îñòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíü
êîòîðûõ íå áîëüøå 0, ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè êîíñòàíòàìè è íå èìåþò êîðíåé.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Ìíîãî÷ëåí f(t) ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç k íåïðèâîäèì â k[t] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñòå-
ïåíü ðàâíà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 1 íåïðèâîäèìû íàä
ëþáûì ïîëåì; äîêàæåì, ÷òî, åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî âåðíî è
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f(t) ∈ k[t] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí; ïî îïðåäå-
ëåíèþ, íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí îòëè÷åí îò 0 è íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 1, ïîýòîìó
åãî ñòåïåíü áîëüøå 0. Ïîñêîëüêó ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, ó ìíîãî÷ëåíà
f(t) åñòü êîðåíü a ∈ k. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Áåçó (t − a) � äåëèòåëü f(t).
Íî ìû çíàåì èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1, (3) ãëàâû I, ÷òî åñëè îäèí íåïðèâîäèìûé ìíî-
ãî÷ëåí äåëèòñÿ íà äðóãîé òî îíè àññîöèèðîâàíû, è ïîýòîìó f(t) = c(t − a), ãäå
c ∈ k, c 6= 0, è deg f(t) = 1.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé óíèòàðíûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî-
÷ëåí íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k èìååò âèä t− a, ãäå a ∈ k. Ïîýòîìó
ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
f(t) ∈ k[t] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ f(t) = c(t−b1) · · · (t−bn),
ãäå c 6= 0, b1, . . . , bn � ýëåìåíòû èç k. Ñîáèðàÿ âìåñòå îäèíàêîâûå ñîìíîæèòåëè,
ïðåäñòàâèì f(t) â âèäå f(t) = c(t − a1)s1 · · · (t − ar)s−r, ãäå a1, . . . , ar � âñå ðàç-
ëè÷íûå èç ýëåìåíòîâ b1, . . . , bn. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè â
ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Âñÿêèé íåíóëåâîé ìíî-
ãî÷ëåí f(t) ∈ k[t] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

f(t) = c(t− a1)s1 · · · (t− ar)sr ,

ãäå c 6= 0, a1, . . . , ar � ýëåìåíòû èç k, à s1, . . . , sr ≥ 1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ýòî
ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

Âïðî÷åì, åäèíñòâåííîñòü êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà â ñëó÷àå àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ î÷åâèäíà, èáî ýëåìåíòû a1, . . . , ar è ÷èñëà s1, . . . , sr



ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû èíâàðèàíòíûì îáðàçîì, íå çàâèñÿùèì îò ðàçëîæå-
íèÿ: èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî a1, . . . , ar � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà, à s1, . . . , sr

� èõ êðàòíîñòè. Ïîñêîëüêó

deg f(t) = deg(c(t− a1)s1 · · · (t− ar)sr ) =

= deg c + deg(t− a1)s1 + . . . + deg(t− ar)sr = s1 + . . . + sr,

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Â àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîì ïîëå ÷èñëî êîðíåé íåíóëåâîãî ìíîãî-
÷ëåíà, ñ÷èòàåìûõ êàæäûé ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü, ðàâíî ñòåïåíè
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà âûñøåé àëãåáðû. Òàê ïðèíÿòî íàçûâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 5. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Â íàçâàíèè "Îñíîâíàÿ òåîðåìà âûñøåé àëãåáðû" íåâåðíî âñå, êðîìå ñëîâà
"òåîðåìà". Âî-ïåðâûõ, ýòà òåîðåìà íèêàê íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà òèòóë îñíîâ-
íîé äëÿ âñåé àëãåáðû; âî-âòîðûõ, îíà íå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé àëãåáðû, òàê êàê ïî
ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì î âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ, à â ïîëå âåùåñòâåííûõ
÷èñåë, ïîìèìî àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âàæíóþ ðîëü èãðàåò òîïîëîãèÿ, è îíî
ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âñå äîêàçàòåëüñòâà
îñíîâíîé òåîðåìû âûñøåé àëãåáðû â òîé èëè èíîé ôîðìå èñïîëüçóþò ñîîáðàæå-
íèÿ íåïðåðûâíîñòè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïîíÿòèåì. Íåñêîëüêî
äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû áóäóò äàíû â êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è
òîïîëîãèè. Çäåñü æå ìû îãðàíè÷èëèñü òîëüêî åå ôîðìóëèðîâêîé.

Èç îñíîâíîé òåîðåìû âûñøåé àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî âñå òî, ÷òî ãîâîðèëîñü îá
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëÿõ, ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 6. Âñÿêèé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C
èìååò ñòåïåíü 1. Âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ C[t] ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

f(t) = c(t− a1)s1 · · · (t− ar)sr ,

ãäå c 6= 0, a1, . . . , ar � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à s1, . . . , sr ≥ 1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé. ×èñ-
ëî êîìïëåêñíûõ êîðíåé íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì C, ñ÷èòàåìûõ êàæäûé
ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü, ðàâíî ñòåïåíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Âîñïîëü-
çîâàâøèñü îñíîâíîé òåîðåìîé âûñøåé àëãåáðû, îïèøåì íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëå-
íû íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë .

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè b, c ∈ R è b2 − 4c < 0, òî ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè
t2+bt+c íåïðèâîäèì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ R[t]. Êðîìå òîãî, â R[t] íåïðèâîäèìû
ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè t−a, ãäå a ∈ R. Îáðàòíî, åñëè p(t) ∈ R[t] � íåïðèâî-
äèìûé óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí, òî èëè p(t) = t−a, ãäå a ∈ R, èëè p(t) = t2+bt+c,
ãäå b, c ∈ R, b2 − 4c < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè t−a óæå äîêàçàíà
äëÿ ëþáîãî ïîëÿ, à íå òîëüêî äëÿ ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì òåïåðü
ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè t2 + bt + c ñ âåùåñòâåííûìè b, c. Åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðèâîäèìûì, òî ñóùåñòâóåò òàêîå åãî ðàçëîæåíèå t2 + bt + c = g(t)h(t), ÷òî
deg g(t) ≥ 1, deg h(t) ≥ 1. Íî deg g(t) + deg h(t) = deg(t2 + bt + c) = 2, ïîýòîìó
deg g(t) = deg h(t) = 1, è ñóùåñòâóþò òàêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà u, v, u′, v′, ÷òî



g(t) = ut+ v, h(t) = u′t+ v′. Çíà÷èò, t2 + bt+ c = (ut+ v)(u′t+ v′), îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî uu′ = 1, uv′ + u′v = b, vv′ = c; íî òîãäà

b2−4c=(uv′+u′v)2−4vv′=(uv′)2+2uu′vv′+(vv′)2−4uu′vv′=(uv′−u′v)2 ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè b2 − 4c < 0 ìíîãî÷ëåí t2 + bt + c íåïðèâîäèì.
Îáðàòíî, ïóñòü ìíîãî÷ëåí p(t) ∈ R[t] íåïðèâîäèì. Âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí

p(t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè; ïî
îñíîâíîé òåîðåìå âûñøåé àëãåáðû, ó íåãî åñòü êîìïëåêñíûé êîðåíü α. Åñëè
α = a ∈ R òî a � âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà p(t); ïî òåîðåìå Áåçó íåïðè-
âîäèìûé ìíîãî÷ëåí p(t) äåëèòñÿ íà íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí t − a. Òîãäà ïî
ïðåäëîæåíèþ 5.1, (3) ãëàâû I, ìíîãî÷ëåíû p(t) è t− a àññîöèèðîâàíû, à çíà÷èò,
ðàâíû, ïîòîìó ÷òî îáà ýòèõ ìíîãî÷ëåíà óíèòàðíû.

Åñëè æå ÷èñëî α íå âåùåñòâåííî, òî α 6= α; â òî æå âðåìÿ p(α) = p(α) = 0 = 0,
ïîòîìó ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà p(t) âåùåñòâåííû, è çíà÷èò, ñîâïàäàþò ñî
ñâîèìè ñîïðÿæåííûìè. Èòàê, α � òîæå êîðåíü p(t), à ïîòîìó p(t) äåëèòñÿ â C[t]
íà ðàçëè÷íûå, à ïîòîìó âçàèìíî ïðîñòûå óíèòàðíûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû
t−α è t−α. Ñëåäîâàòåëüíî, p(t) äåëèòñÿ â C[t] íà ïðîèçâåäåíèå g(t) = (t−α)(t−α).
Ïóñòü α = u + vi, ãäå u è v âåùåñòâåííû; ïîñêîëüêó α /∈ R, ÷èñëî v îòëè÷íî îò 0.
Ìû èìååì:

g(t) = (t− (u + vi))(t− (u− vi)) = t2 − 2ut + (u2 + v2) = t2 + bt + c,

ãäå b = −2u, c = u2 + v2 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì
b2 − 4c = 4u2 − 4(u2 + v2) = −4v2 < 0,

ò.å. g(t) = t2 + bt+ c � âåùåñòâåííûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2. Ìíîãî-
÷ëåí p(t) äåëèòñÿ íà t2 + bt + c â C[t]; âñïîìèíàÿ àëãîðèôì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ p(t) è t2+bt+c âåùåñòâåííû, íàõîäèì,
÷òî ÷àñòíîå q(t) îò äåëåíèÿ p(t) íà t2 + bt+ c � òîæå ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó íåïðèâîäèìûé â R[t] ìíîãî÷ëåí p(t) äåëèòñÿ â R[t] íà
äðóãîé íåïðèâîäèìûé â R[t] ìíîãî÷ëåí t2 + bt+ c; ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1, (3) ãëàâû
I, ìíîãî÷ëåíû p(t) è t2 + bt + c àññîöèèðîâàíû, à çíà÷èò, ðàâíû, ïîòîìó ÷òî îáà
ýòèõ ìíîãî÷ëåíà óíèòàðíû.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïèñàòü, êàê âûãëÿäèò êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëå-
íîâ â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä
ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 7. Âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ R[t] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

f(t) = d(t− a1) · · · (t− ar)(t2 + b1t + c1) · · · (t2 + bqt + cq),

ãäå d 6= 0, a1, . . . , ar, b1, c1, . . . , bq, cq � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì b2
i − 4ci < 0

äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ q. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà
ñîìíîæèòåëåé.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à. Åñëè çàäàí íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, òî ìû ìîæåì âû-
÷èñëèòü ëþáîå åãî çíà÷åíèå. Èíòåðåñíà è îáðàòíàÿ çàäà÷à: ïî çíà÷åíèÿì ìíî-
ãî÷ëåíà â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ âîññòàíîâèòü ìíîãî÷ëåí. Ýòà çàäà÷à íàçûâàåòñÿ
èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷åé.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü a1, a2, . . . , an; b1, b2, . . . , bn � äâà íàáîðà
ýëåìåíòîâ èç k, ïðè÷åì ýëåìåíòû a1, a2, . . . , an ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

(1) Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû f(t) ∈ k[t], òàêèå ÷òî f(ai) = bi äëÿ âñåõ i,
1 ≤ i ≤ n, è ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîñòàâëÿåò êëàññ
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ (t−a1)(t−a2) · · · (t−an).



(2) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ k[t], ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíü-
øå n, òàêîé ÷òî f(ai) = bi äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Áåçó (ïðåäëîæåíèå 2) ðàâåíñòâî f(ai) = bi è ñðàâ-
íåíèå f(t) ≡ bi (mod (t−ai)) ðàâíîñèëüíû; ïîýòîìó (1) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
òàê: ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû f(t) ∈ k[t], òàêèå ÷òî

f(t) ≡ b1 (mod (t−a1)), f(t) ≡ b2 (mod (t−a2)), ......., f(t) ≡ bn (mod (t−an)),

è ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîñòàâëÿåò êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðî-
èçâåäåíèÿ (t−a1)(t−a2) · · · (t−an). Íî ìîäóëè (t − ai) ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû,
ïîýòîìó íàøå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êèòàéñêîé òåîðåìû îá
îñòàòêàõ.

Óòâåðæäåíèå (2) òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç (1): â êàæäîì êëàññå âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ ìíîãî÷ëåíà (t−a1)(t−a2) · · · (t−an) ñòåïåíè n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå n.

Åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ k]t], ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå n è òàêîé, ÷òî
f(ai) = bi äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n, íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ
íàáîðîâ a1, a2, . . . , an; b1, b2, . . . , bn ýëåìåíòîâ èç ïîëÿ k. ßñíî, ÷òî èíòåðïîëÿöè-
îííûé ìíîãî÷ëåí èìååò íàèìåíüøóþ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, òàêèõ ÷òî
f(ai) = bi äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îäèí
èç íèõ, íàçûâàåìûé ìåòîäîì Íüþòîíà, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû ïîñëåäîâàòåëü-
íî ñòðîèì ìíîãî÷ëåíû f1(t), f2(t),. . . , fn(t) = f(t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèîííûìè ìíîãî÷ëåíàìè íå äëÿ öåëûõ íàáîðîâ a1, a2, . . . , an; b1, b2, . . . , bn, à äëÿ
èõ íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí fi(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

fi(a1) = b1, fi(a2) = b2, . . . , fi(ai) = bi, deg fi(t) < i.

ßñíî, ÷òî f1(t) = b1. Åñëè èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí fi(t) óæå ïîñòðîåí,
òî ìû ïîäïðàâèì åãî, äîáàâèâ ïîïðàâî÷íîå ñëàãàåìîå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøèéñÿ
ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàë íóæíîå çíà÷åíèå è ïðè t = ai+1. Ýòî ïîïðàâî÷íîå ñëàãàåìîå
èùåì â ôîðìå ci(t− a1)(t− a2) · · · (t− ai), ãäå ci ∈ k. Èòàê, ìû õîòèì ïîäîáðàòü
ýëåìåíò ci ∈ k, òàê, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí fi+1(t) = fi(t) + ci(t− a1)(t− a2) · · · (t− ai)
óäîâëåòâîðÿë óñëîâèÿì

fi+1(a1) = b1, . . . , fi+1(ai) = bi, fi+1(ai+1) = b1i + 1.

Ïåðâûå i èç ýòèõ óñëîâèé âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè: åñëè j ≤ i, òî
fi+1(aj) = fi(aj) + ci(aj − a1) · · · (aj − aj) · · · (aj − ai) = fi(aj) = bj ;

ïîýòîìó îñòàåòñÿ ëèøü âûáðàòü ýëåìåíò ci ∈ k òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî
bi+1 = fi+1(ai+1) = fi(ai+1) + ci(ai+1 − a1)(ai+1 − a2) · · · (ai+1 − ai).

Íî ýëåìåíò ci = (bi+1 − fi(ai+1)/((ai+1 − a1)(ai+1 − a2) · · · (ai+1 − ai)) êàê ðàç è
óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó òðåáîâàíèþ (çíàìåíàòåëü îòëè÷åí îò 0, ïîòîìó ÷òî íè îäèí
èç ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , ai íå ðàâåí ai+1).

Âïîñëåäñòâèè ìû íàéäåì åùå è ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà.

6. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
Ñóùåñòâîâàíèå ðàñøèðåíèÿ, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü. Ïî-âèäèìîìó,
àëãåáðàèñòû ïðèäàâàëè ñòîëü áîëüøîå çíà÷åíèå îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû ïîòî-
ìó, ÷òî îíà ïîêàçûâàëà, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
â êàêîì-òî áîëüøîì ïîëå ïîëíîñòüþ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ
äâó÷ëåíîâ. Îäíàêî, äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà òàêîå ïîëå ìîæíî ïîñòðîèòü è ÷èñòî
àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì.



Òåîðåìà 1. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü f(t) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè èç k. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëå K ⊇ k, â êîòîðîì ó ìíîãî÷ëåíà f(t)
åñòü êîðåíü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí f(t) íåïðèâîäèì, êîëüöî âû÷åòîâ K =
k[t]/(f(t)) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, è ïîëå k åñòåñòâåííûì îáðàçîì âëîæåíî â K. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç α êëàññ âû÷åòîâ [t]f(t) ýëåìåíòà t ïî ìîäóëþ f(t), è ïîêàæåì, ÷òî
f(α) = 0. Ïóñòü f(t) = a0 + a1t + . . . + antn, ãäå a0, a1, . . . , an ∈ k; òîãäà

f(α) = a0 + a1α + . . . + anαn = [a0]f(t) + [a1]f(t)[t]f(t) + . . . + [an]f(t)[t]nf(t) =

= [a0 + a1t + . . . + antn]f(t) = [f(t)]f(t) = [0]f(t) = 0.

Èòàê, α ∈ K � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(t) ∈ k[t] ⊆ K[t].

Ïîñòðîåííîå â òåîðåìå ðàñøèðåíèå K ïîëÿ k íàçûâàþò ðàñøèðåíèåì, ïîëó-
÷åííûì ïðèñîåäèíåíèåì ê k êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f(t).
Çàìå÷àíèå. ×àñòíûé ñëó÷àé ýòîé êîíñòðóêöèè óæå âñòðå÷àëñÿ íàì: ïðè ïî-
ñòðîåíèè ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìû ïðèñîåäèíÿëè ê R êîðåíü ìíîãî÷ëåíà t2+1.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü f(t) � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
k, ñòåïåíü êîòîðîãî íå ìåíüøå 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëå K ⊇ k, â êîòîðîì ó
ìíîãî÷ëåíà f(t) åñòü êîðåíü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâó-
åò ðàçëîæåíèå f(t) = cp1(t) · · · pr(t), â êîòîðîì p1(t), . . . , pr(t) � íåïðèâîäèìûå
óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû, à c ∈ k, c 6= 0. Ïîñêîëüêó deg f(t) ≥ 1, â ðàçëîæåíèè
ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäèí íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü p1(t). Ïî òåîðåìå 1 ñóùå-
ñòâóåò ïîëå K ⊇ k, â êîòîðîì ó ìíîãî÷ëåíà p1(t), à çíà÷èò, è ó ìíîãî÷ëåíà f(t),
åñòü êîðåíü.

Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà. Òåïåðü ìû ïîñòðîèì ðàñøèðåíèå ïîëÿ, â êîòîðîì
ìíîãî÷ëåí ïîëíîñòüþ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé, è
ïîòîìó ÷èñëî åãî êîðíåé, ñîñ÷èòàííûõ êàæäûé ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàò-
íîñòü, ðàâíî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü f(t) � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç k. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëå K ⊇ k, ÷òî f(t) ðàñêëàäûâàåòñÿ
íàä K â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé: f(t) = c(t − α1) · · · (t − αn), ãäå
α1, . . . , αn ∈ K, à c ∈ k � ñòàðøèé êîåýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f(t).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(t);
òåîðåìà òðèâèàëüíà, åñëè ýòà ñòåïåíü ðàâíà 0 èëè 1. Ïóñòü deg f(t) > 1 è òåîðå-
ìà óæå äîêàçàíà äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøèõ ñòåïåíåé. Ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû
1 ñóùåñòâóåò ïîëå k1 ⊇ k, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí f(t) èìååò êîðåíü α1 ∈ k1. Òî-
ãäà f(t) äåëèòñÿ â êîëüöå k1[t] íà (t−α1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí
g(t) ∈ k1[t], òàêîé ÷òî f(t) = (t−α1)g(t). Íî deg g(t) = deg f(t)−1 < deg f(t), ïîýòî-
ìó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëå K ⊇ k1, ÷òî g(t) ðàñêëà-
äûâàåòñÿ íàä K â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé: g(t) = c(t−α2) · · · (t−αn),
ãäå α2, . . . , αn ∈ K, à c ∈ k � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíîâ f(t) è g(t). Òà-
êèì îáðàçîì, f(t) = c(t − α1) · · · (t − αn), ãäå α1, . . . , αn ∈ K, à c ∈ k � ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f(t).

Íîâûé ïðèìåð êîíå÷íîãî ïîëÿ. Ìû óæå èñïîëüçîâàëè ñîîáðàæåíèÿ òåîðåìû 1
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òó æå êîíñòðóêöèþ ìîæíî ïðèìåíèòü
è â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ. Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì â êà÷åñòâå k ïîëå èç äâóõ ýëå-
ìåíòîâ Z/(2) è ïðèñîåäèíèì ê íåìó êîðåíü íåïðèâîäèìîãî íàä íèì ìíîãî÷ëåíà
f(t) = t2 + t + [1]2. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì, ïîòîìó ÷òî èíà÷å ó íåãî áûë



áû äåëèòåëü ïåðâîé ñòåïåíè, è îí èìåë áû êîðåíü â k; íî îáà ýëåìåíòà [0]2, [1]2
ïîëÿ k íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîëå , ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíå-
íèåì ê k êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f(t) ñòåïåíè 2 ñîñòîèò èç êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
f(t), îïðåäåëÿåìûõ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè, ìåíüøåé 2. Èòàê, ïîëå K ñîñòîèò èç 4
ýëåìåíòîâ � äâóõ ýëåìåíòîâ [0]2, [1]2 èç ïîëÿ k è äâóõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ ìíî-
ãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè. Îáîçíà÷èì ýòè êëàññû òàê: α = [t]f(t), β = [t + [1]2]f(t).
Âîò âñå íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ:

[1]2 + [1]2 = α + α = β + β = [0]2, [1]2 + α = α + [1]2 = β,

[1]2 + β = β + [1]2 = α, α + β = β + α = [1]2,

α2 = β, β2 = α, αβ = βα = [1]2.

7. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
Ïóñòü Λ � êîëüöî, è ïóñòü S � ïîäìíîæåñòâî Λ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π ⊇ S ìíî-

æåñòâî ýëåìåíòîâ ±π, ãäå π ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ïðî-
èçâåäåíèé ýëåìåíòîâ èç S, à ÷åðåç Γ � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ñóìì
ýëåìåíòîâ èç Π. ßñíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç Π � ñíîâà ýëåìåíò èç Π, à
ñóììà è ðàçíîñòü ýëåìåíòîâ èç Γ � ñíîâà ýëåìåíò èç Γ. Ïîêàæåì, ÷òî è ïðîèçâå-
äåíèå ýëåìåíòîâ èç Γ ïðèíàäëåæèò Γ, ò.å. Γ � ïîäêîëüöî Λ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
γ1 = π1 + · · · + πn, γ2 = ρ1 + · · · + ρm, ãäå π1, . . . , πn, ρ1, . . . , ρm ∈ Π; ïîñêîëüêó
óìíîæåíèå â êîëüöå Λ äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ïðîèçâåäåíèå γ1γ2

ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé πiρj (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m), êàæäîå èç êîòîðûõ, êàê
îòìå÷åíî âûøå, ïðèíàäëåæèò Π.

Ïîñòðîåííîå êîëüöî Γ íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì Λ, ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì
S. ßñíî, ÷òî îíî ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ïîäêîëüöå êîëüöà Λ, ñîäåðæàùåì S.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé ñåé÷àñ äëÿ íàñ îñî-
áåííî âàæåí. Ïóñòü Λ � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, è ïóñòü A �
ïîäêîëüöî Λ, ñîäåðæàùåå 1, à t1, . . . , tr � êàêèå-òî ýëåìåíòû èç Λ. Â êà÷åñòâå
S âîçüìåì A ∪ {t1, . . . , tr}. Òîãäà Π ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà
ati11 . . . tir

r , ãäå a ∈ k, à i1, . . . , ir � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà (ìû, êîíå÷íî,
ñ÷èòàåì, ÷òî íóëåâàÿ ñòåïåíü ëþáîãî ýëåìåíòà èç Λ ðàâíà 1), à Γ � ìíîæåñòâî
âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ñóìì ýëåìåíòîâ èç Π.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü áîëåå óäîáíóþ çàïèñü ýëåìåíòîâ èç ïîäêîëüöà Γ êîëüöà
Λ, ïîðîæäåííîãî ïîäêîëüöîì A è ýëåìåíòàìè t1, . . . , tr, óñëîâèìñÿ î íåêîòîðûõ
îáîçíà÷åíèÿõ. ×åðåç N0 áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ïðèñî-
åäèíåííûì 0, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ íàòóðàëü-
íîãî r ÷åðåç Nr

0 îáîçíà÷àåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå r ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâà
N0. Èíà÷å ãîâîðÿ, Nr

0 � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (i1, . . . , ir),
ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë i1, . . . , ir ∈ N0. Òåïåðü ìû ìîæåì îõàðàêòåðèçîâàòü ïîäêîëü-
öî, ïîðîæäåííîå A è ýëåìåíòàìè t1, . . . , tr êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñóìì
âèäà

∑

(i1,...,ir)∈Nr
0

ai1,...,ir t
i1
1 · · · tir

r ,

ãäå ai1,...,ir � ýëåìåíòû èç A, ïî÷òè âñå (ò.å. âñå, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà) ðàâíûå
0, òàê ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðåäûäóùàÿ ñóììà êîíå÷íà.

Îïðåäåëåíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü Λ � êîììó-
òàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, A � ïîäêîëüöî Λ, ñîäåðæàùåå åäè-
íèöó 1 êîëüöà Λ, à t1, . . . , tr � ýëåìåíòû èç Λ. Ìû ãîâîðèì, Λ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì
ìíîãî÷ëåíîâ îò t1, . . . , tr íàä êîëüöîì A è ïèøåì Λ = A[t1, . . . , tr], åñëè ëþáîé



ýëåìåíò f ∈ Λ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
f =

∑

(i1,...,ir)∈Nr
0

ai1,...,ir t
i1
1 · · · tir

r ,

ãäå ai1,...,ir � ýëåìåíòû èç A, ïî÷òè âñå ðàâíûå 0. Îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ýëå-
ìåíòû ai1,...,ir

íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f .
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü Λ � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò t1, . . . , tr íàä êîëüöîì A, è
ïóñòü 1 ≤ p < r. Ïîäêîëüöî Γ êîëüöà Λ, ïîðîæäåííîå A è ýëåìåíòàìè t1, . . . , tp
ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò t1, . . . , tp íàä êîëüöîì A, à Λ � êîëüöîì ìíî-
ãî÷ëåíîâ îò tp+1, . . . , tr íàä êîëüöîì Γ. Îáðàòíî, åñëè Λ � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ
îò tp+1, . . . , tr íàä êîëüöîì A[t1, . . . , tp], òî Λ � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò t1, . . . , tr
íàä êîëüöîì A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ êîëüöà Γ êàæäûé åãî ýëåìåíò ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f =
∑

(i1,...,ip)∈Np
0

ai1,...,ip
ti11 · · · tip

p ,

ãäå ai1,...,ip � ýëåìåíòû èç A, ïî÷òè âñå ðàâíûå 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî
Γ � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò t1, . . . , tp íàä A, îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Íî

f =
∑

(i1,...,ir)∈Nr
0

bi1,...,ir t
i1
1 · · · tir

r ,

ãäå
bi1,...,ir =

{
ai1,...,ip , åñëè ip+1 = · · · = ir = 0;
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êîýôôèöèåíòû bi1,...,ir ìíîãî÷ëåíà f , ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ìíîãî÷ëåí îò
t1, . . . , tr, îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî; ïîýòîìó è êîýôôèöèåíòû ai1,...,ip = bi1,...,ip,0,...,0

îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî Λ = Γ[tp+1, . . . , tr]. ×òîáû èçáåæàòü ðàñòÿãèâàíèÿ ôîð-

ìóë íà ìíîãî ñòðî÷åê, ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé r = 2, p = 1; íèæå ìû óêàæåì,
÷òî íàäî èçìåíèòü â îáùåì ñëó÷àå.
Ëåììà 1. Ïóñòü Σ = Λ èëè Σ = Γ[t2], è ïóñòü aij, bij � ýëåìåíòû èç Σ,
çàäàííûå äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ i, j è ïî÷òè âñå ðàâíûå 0. Ïóñòü, äàëåå,

f =
∑

(i,j)∈N2
0

aijt
i
1t

j
2, f ′ =

∑

(i,j)∈N2
0

bijt
i
1t

j
2 ∈ Σ, gj =

∑

i∈N0

aijt
i
1, g′j =

∑

i∈N0

bijt
i
1 ∈ Γ.

Òîãäà f =
∑

j∈N0
gjt

j
1. Êðîìå òîãî, f = f ′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∑

j∈N0
gjt

j
1 =

∑
j∈N0

g′jt
j
1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíÿÿ ñóììó ïî N2
0 íà äâîéíóþ ñóììó è ïîëüçóÿñü äèñòðè-

áóòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì:

f =
∑

(i,j)∈N2
0

aijt
i
1t

j
2 =

∑

j∈N0

( ∑

i∈N0

aijt
i
1t

j
2

)
=

∑

j∈N0

( ∑

i∈N0

aijt
i
1

)
tj2 =

∑

j∈N0

gjt
j
1.

Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåì, ÷òî f ′ =
∑

j∈N0
g′jt

j
1, è ïîòîìó ðàâåíñòâî f = f ′ ðàâ-
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Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïóñòü ñíà÷àëà Σ = Λ. Â îáî-
çíà÷åíèÿõ ëåììû 1 ýëåìåíò f =

∑
(i,j)∈N2

0
aijt

i
1t

j
2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû
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2, â êîòîðîé âñå gj � ìíîãî÷ëåíû èç Γ, è ïî÷òè âñå îíè ðàâíû 0.

Èç òîé æå ëåììû ñëåäóåò. ÷òî åñëè ó f åñòü äðóãîå àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
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2. Íî êîýôôèöèåíòû f êàê ìíîãî÷ëåíà



îò t1, t2 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî; ïîýòîìó a′ij = aij äëÿ âñåõ i, j, è, ñëåäîâàòåëüíî,
g′j = gj äëÿ âñåõ j. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò f ∈ Λ ïðåäñòàâëÿåòñÿ, è ïðè-
òîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå f =

∑
j∈N0

gjt
j
2, ãäå gj ∈ Γ äëÿ âñåõ j, ïðè÷åì

gj = 0 ïî÷òè äëÿ âñåõ j; íî ýòî è çíà÷èò, ÷òî Λ � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò t2 íàä
êîëüöîì Γ.

Ïóñòü òåïåðü Σ = Γ[t2]. Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 1 ýëåìåíò f =
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ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû
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2, ãäå aij � ýëåìåíòû èç A, ïî÷òè âñå

ðàâíûå 0. Èç òîé æå ëåììû ñëåäóåò. ÷òî åñëè ó f åñòü äðóãîå àíàëîãè÷íîå ïðåä-
ñòàâëåíèå f =

∑
(i,j)∈N2

0
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i
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2, òî
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1. Íî Σ = Γ[t2], ïîýòîìó

êîýôôèöèåíòû gj ∈ Γ â ðàçëîæåíèè ëþáîãî ýëåìåíòà èç Σ ïî ñòåïåíÿì t2 îïðåäå-
ëåíû îäíîçíà÷íî, è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî g′j = gj äëÿ âñåõ j. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèÿ
gj è g′j , ìû âèäèì, ÷òî
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1; ïîñêîëüêó Γ � êîëüöî ìíîãî÷ëå-

íîâ îò t1 íàä A, êîýôôèöèåíòû ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà èç Γ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî,
è ïîòîìó aij = a′ij äëÿ âñåõ i, j. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò f ∈ Σ = Γ[t2] ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå f =

∑
(i,j)∈N2

0
aijt
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1t

j
2, ãäå aij

� ýëåìåíòû èç A, ïî÷òè âñå ðàâíûå 0; íî ýòî è çíà÷èò, ÷òî Γ[t2] = (A[t1])[t2] �
êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò t1, t2 íàä êîëüöîì A.

Êàê ìû âèäèì, ïî ñóùåñòâó äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ r = 2, p = 1 ñîñòîÿëî â
çàìåíå ñóììû ïî äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ N0×N0 íà äâîéíóþ ñóììó, è â îáðàòíîé
çàìåíå äâîéíîé ñóììû íà ñóììó ïî äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ. Òî æå ñàìîå ìîæíî
ñäåëàòü è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ r è p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q ðàçíîñòü r− p. Äåêàðòîâà
ñòåïåíü Nr

0 ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ Np
0 è Np

0. Ïîýòîìó äëÿ
ëþáûõ X(i1, . . . , ir) ∈ A, ïî÷òè âåçäå ðàâíûõ 0, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∑
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Â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ïðåäëîæåíèÿ â îáùåì
ñëó÷àå ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ r = 2, p = 1.

Ñóùåñòâîâàíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïîêàæåì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî àññîöèàòèâíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé A è ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà r ≥ 1 ñóùåñòâóåò êîëüöî Λ ⊇ A è ýëåìåíòû t1, . . . , tr ∈ Λ, òàêèå
÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò t1, . . . , tr íàä êîëüöîì A. Äëÿ r = 1 ìû
ïîñòðîèëè òàêîå êîëüöî â §2. Åñëè r > 1 è êîëüöî A[t1, . . . , tr−1] óæå ïîñòðîåíî,
òî, îïÿòü èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ èç §2, ïîñòðîèì òàêîå êîëüöî Λ ⊇ A[t1, . . . , tr−1]
è âûáåðåì òàêîé ýëåìåíò tr ∈ Λ, ÷òî Λ = (A[t1, . . . , tr−1])[tr]. Òîãäà ïî ïðåäëîæå-
íèþ 1 Λ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò t1, . . . , tr íàä êîëüöîì A.

Ìû âèäåëè âûøå, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä îáëàñòüþ
öåëîñòíîñòè ñàìî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè. Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ïåðå-
íîñèòñÿ èíäóêöèåé íà ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ: åñëè A � îáëàñòü
öåëîñòíîñòè, è óæå äîêàçàíî, ÷òî A[t1, . . . , tr−1] � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, òî è êîëü-
öî A[t1, . . . , tr], êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé tr
íàä îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè A[t1, . . . , tr−1] � òîæå îáëàñòü öåëîñòíîñòè.

Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü f(t1, . . . , tr) ∈ A[t1, . . . , tr],
ãäå A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i, òàêîãî ÷òî
1 ≤ i ≤ r, êîëüöî A[t1, . . . , tr] ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò ti íàä êîëüöîì
A[t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tr]. Åãî ñòåïåíü êàê ìíîãî÷ëåíà íàä A[t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tr]
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îòíîñèòåëüíî ti. Íàïðèìåð, åñëè n � ñòåïåíü f(t1, t2, . . . , tr)
îòíîñèòåëüíî t1, òî

f(t1, t2, . . . , tr) = g0(t2, . . . , tr) + g1(t2, . . . , tr)t1 + · · ·+ gn(t2, . . . , tr)tn1 ,

ãäå gi(t2, . . . , tr) � ìíîãî÷ëåíû îò t2, . . . , tr íàä A, ïðè÷åì gn(t2, . . . , tr) 6= 0.



Ïîìèìî ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî êàæäîé ïåðåìåííîé, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëíóþ
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïîëíóþ ñòåïåíü îäíî÷ëåíà ati11 · · · tir

r ; åñ-
ëè a 6= 0, òî ýòà ïîëíàÿ ñòåïåíü ðàâíà i1+. . .+ir, à ïðè a = 0 ìû ïîëàãàåì ðàâíîé
−∞. Ïîëíîé ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(t1, . . . , tr) =

∑
(i1,...,ir)∈Nr

0
ai1,...,ir

ti11 · · · tir
r ,

ãäå ai1,...,ir � ýëåìåíòû èç A, ïî÷òè âñå ðàâíûå 0, íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ èç
ïîëíûõ ñòåïåíåé ñîñòàâëÿþùèõ åå îäíî÷ëåíîâ ai1,...,ir

ti11 · · · tir
r . Îòìåòèì, ÷òî îä-

íî÷ëåíîâ ñ îäíîé è òîé æå ìàêñèìàëüíîé ïîëíîé ñòåïåíüþ ñðåäè îäíî÷ëåíîâ
ai1,...,ir t

i1
1 · · · tir

r ìîæåò áûòü íåñêîëüêî; åñëè ïîëíàÿ ñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà
ðàâíà n ≥ 0, òî ñóùåñòâóþò òàêèå i1, . . . , ir ≥ 0, ÷òî i1 + . . . + ir = n, ai1,...,ir

6= 0,
à ïðè ëþáûõ j1, . . . , jr ≥ 0, òàêèõ ÷òî j1 + . . . + jr > n, ñîîòâåòñòâóþùèé êîýô-
ôèöèåíò aj1,...,jr

ðàâåí 0.
Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n, èëè ôîðìîé ñòå-

ïåíè n, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñóììîé (áûòü ìîæåò, ïóñòîé) îäíî÷ëåíîâ ïîëíîé ñòåïåíè
n. Ïîñêîëüêó íóëåâîé ìíîãî÷ëåí � ñóììà ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñëàãàåìûõ, îí ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ëþáîé ñòåïåíè. Ëèíåéíûå ôîðìû ñòåïåíè 0 �
ýòî ýëåìåíòû èç A, ôîðìû ñòåïåíè 1 (îíè íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè ôîðìàìè)�
ýòî ìíîãî÷ëåíû âèäà a1t1 + . . . + artr, ãäå a1, . . . , ar ∈ A, à ôîðìû ñòåïåíè 2, èëè
êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, èìåþò âèä

r∑

i=1

ait
2
i +

∑

1≤i<j≤r

bijtitj (ai, bij ∈ A).

Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àñ-
ñîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1, è ïóñòü Λ � àññîöèàòèâíîå êîëüöî íî íå îáÿçà-
òåëüíî êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ñîäåðæàùåå A â êà÷åñòâå ïîäêîëüöà. Ïóñòü, äàëåå,
f(t1, . . . , tr) =

∑
(i1,...,ir)∈Nr

0
ai1,...,ir t

i1
1 · · · tir

r ∈ A[t1, . . . , ir], ãäå ai1,...,ir � ýëåìåíòû
èç A, ïî÷òè âñå ðàâíûå 0, è ïóñòü α1, . . . , αr � òàêèå ýëåìåíòû èç Λ, êîòîðûå ïåðå-
ñòàíîâî÷íû äðóã ñ äðóãîì è ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç A (ýòî çíà÷èò, ÷òî aαi = αia
è αiαj = αjαi äëÿ âñåõ i, j è äëÿ âñåõ a ∈ A). Çíà÷åíèåì f(α1, . . . , αr) ìíîãî÷ëåíà
f(t1, . . . , tr) ïðè t1 = α1 , . . . , tr = αr íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

f(α1, . . . , αr) =
∑

(i1,...,ir)∈Nr
0

ai1,...,irα
i1
1 · · ·αir

r ∈ Λ

(ñóììà èìååò ñìûñë, ïîòîìó ÷òî ïî÷òè âñå ñëàãàåìûå ðàâíû 0, è ôàêòè÷åñêè
ñêëàäûâàåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ).

Êàê è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé, çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ ñîãëàñîâàíû ñ äåéñòâèÿìè: çíà÷åíèÿ ñóììû, ðàçíîñòè è ïðîèç-
âåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â íåêîòîðîé òî÷êå ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ñóììå, ðàçíîñòè
è ïðîèçâåäåíèþ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ â ýòèõ òî÷êàõ. Ââèäó î÷åâèäíîñòè äîêà-
çàòåëüñòâà ýòîãî, ìû îïóñêàåì íå òîëüêî äîêàçàòåëüñòâî, íî è òî÷íóþ ôîðìóëè-
ðîâêó óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà î ôîðìàëüíîì è ôóíêöèîíàëüíî ðàâåíñòâå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ. Âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè äâà ìíîãî÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì k ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ çíà÷å-
íèÿõ àðãóìåíòà α ∈ k, òî îíè ñîâïàäàþò. Ýòîò ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ âåðíûì è äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü k � áåñêîíå÷íîå ïîëå, è ïóñòü f(t1, . . . , tr), g(t1, . . . , tr) � ìíî-
ãî÷ëåíû îò t1, . . . , tr ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k. Åñëè f(a1, . . . , ar) = g(a1, . . . , ar)
(ò.å. åñëè ìíîãî÷ëåíû f(t1, . . . , tr) è g(t1, . . . , tr) ôóíêöèîíàëüíî ðàâíû), òî ìíî-
ãî÷ëåíû f(t1, . . . , tr), ðàâíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h(t1, . . . , tr) = f(t1, . . . , tr)− g(t1, . . . , tr); òîãäà

h(a1, . . . , ar) = f(a1, . . . , ar)− g(a1, . . . , ar) = 0



äëÿ âñåõ a1, . . . , ar ∈ k. Äîñòàòî÷íî ïîýòîìó äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Åñëè h(t1, . . . , tr) ∈ k[t1, . . . , tr] � òàêîé ìíîãî÷ëåí, ÷òî h(a1, . . . , ar) = 0 äëÿ âñåõ
a1, . . . , ar ∈ k, òî h(t1, . . . , tr) = 0.

Äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå áóäåì èíäóêöèåé ïî r; äëÿ r = 1 îíî ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû î ôîðìàëüíîì è ôóíêöèîíàëüíîì ðàâåíñòâå äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü r > 1, è ïóñòü óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò r− 1 ïåðåìåííîé. Ïðåäñòàâèì h(t1, . . . , tr) êàê ìíîãî÷ëåí îò
t1 íàä k[t2, . . . , tr]:

h(t1, . . . , tr) = g0(t2, . . . , tr) + g1(t2, . . . , tr)t1 + . . . + gn(t2, . . . , tr)tn1 ,

ãäå gs(t2, . . . , tr) ∈ k[t2, . . . , tr] äëÿ âñåõ s, 0 ≤ s ≤ n. Ïóñòü h(t1, . . . , tr) 6= 0; òîãäà
äëÿ íåêîòîðîãî s, 0 ≤ s ≤ n, ìíîãî÷ëåí gs(t2, . . . , tr) îòëè÷åí îò 0. Ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ èíäóêöèè ìîæíî âûáðàòü òàêèå a2, . . . , ar ∈ k, ÷òî gs(a2, . . . , ar) 6= 0.
Òîãäà ìíîãî÷ëåí

u(t1) = g0(a2, . . . , ar) + g1(a2, . . . , ar)t1 + . . . + gn(a2, . . . , ar)tn1 ∈ k[t1]

íåíóëåâîé, òàê êàê â íåì êîýôôèöèåíò ïðè ts1 îòëè÷åí îò 0. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå
î ôîðìàëüíîì è ôóíêöèîíàëüíîì ðàâåíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a1 ∈ k, ÷òî u(a1) 6= 0. ßñíî, ÷òî gi(a2, . . . , ar), ai

1

ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ìíîãî÷ëåíîâ gi(t2, . . . , tr) è ti1 èç êîëüöà k[t1, . . . , tr] ïðè
t1 = a1, t2 = a2, . . . , tr = ar; ïîýòîìó

0 6= u(a1) = g0(a2, . . . , ar) + g1(a2, . . . , ar)a1 + . . . + gn(a2, . . . , ar)an
1

ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì h(a1, . . . , ar) ìíîãî÷ëåíà
h(t1, . . . , tr) = g0(t2, . . . , tr) + g1(t2, . . . , tr)t1 + . . . + gn(t2, . . . , tr)tn1 ,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà h(t1, . . . , tr) ðàâíû 0. Èòàê,
ïðåäïîëîæåíèå h(t1, . . . , tr) 6= 0 ïðèâåëî ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, h(t1, . . . , tr) =
0, ÷òî ìû è õîòåëè äîêàçàòü.

8. Ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà è åå ïðèìåíåíèÿ
Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæèò ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó; ëþáîå åå îïðåäåëåíèå â òîé èëè èíîé ìåðå èñïîëüçóåò
ïðåäåëû, íåïðåðûâíîñòü èëè ÷òî-ëèáî ïîäîáíîå. Äëÿ "î÷åíü õîðîøèõ" ôóíê-
öèé îïðåäåëåíèå ìîæíî íå âïîëíå òî÷íî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ôóíêöèÿ f ′(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíêöèè f(x), åñëè ñóùåñòâóåò "õîðî-
øàÿ" (ò.å. íåïðåðûâíàÿ) ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ Φ(x, ε), òàêàÿ ÷òî f(x + ε) =
f(x) + εΦ(x, ε) è f ′(x) = Φ(x, 0.

Òàêîå îïðåäåëåíèå ëåãêî îáîáùèòü, åñëè ïîä "õîðîøåé" ôóíêöèåé ïîíèìàòü
íå íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, à ôóíêöèþ èç êàêîãî-òî äðóãîãî êëàññà. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ è â òàêèõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà íèêàêîé ðå÷è î ïðåäåëàõ
èäòè íå ìîæåò. Èìåííî òàê ìû è îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ ìíîãî÷ëåíà íàä ïðî-
èçâîëüíûì ïîëåì, âçÿâ â êà÷åñòâå êëàññà "õîðîøèõ" îáúåêòîâ êëàññ âñåõ ìíîãî-
÷ëåíîâ.

Ïðåæäå, ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà, íàïîìíèì, ÷òî åñëè
f(t) � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü åãî çíà÷åíèÿ ïðè
çíà÷åíèè t, íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæàùåì A, à êàêîìó-òî åãî ðàñøèðåíèþ. Â
÷àñòíîñòè, ïðèäàâàÿ t çíà÷åíèå t + u ∈ A[t, u], ìû ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí f(t + u) ∈
A[t, u].

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ ìíîãî÷ëåíà. Ïóñòü A � îáëàñòü
öåëîñòíîñòè, è ïóñòü f(t) ∈ A[t] � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A; ìíîãî÷ëåí
f ′(t) ∈ A[t] íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(t), åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí



Φ(t, u) ∈ A[t, u] îò äâóõ ïåðåìåííûõ, òàêîé ÷òî f(t + u) = f(t) + uΦ(t, u), f ′(t) =
Φ(t, 0).
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà
f(t) ∈ A[t] ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí f ′(t) ∈ A[t], ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(t).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ f(t + u) ìîæåò áûòü çàïèñàí
êàê ìíîãî÷ëåí îò u íàä A[t]:

f(t + u) = g0(t) + g1(t)u + g2(t)u2 + . . . + gn(t)un.

Ñ÷èòàÿ çíà÷åíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè u = 0, íàõîäèì, ÷òî f(t) = g0(t),
è ïîòîìó ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä f(t + u) = f(t) + uΦ(t, u), ãäå
Φ(t, u) = g1(t) + g2(t)u + . . . + gn(t)un−1. Òîãäà ìíîãî÷ëåí g1(t) = Φ(t, 0) ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(t).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðîèçâîäíîé çàìåòèì, ÷òî íå òîëüêî ñâî-
áîäíûé ÷ëåí g1(t) ìíîãî÷ëåíà Φ(t, u), íî è ñàì ìíîãî÷ëåí Φ(t, u) îïðåäåëåí îä-
íîçíà÷íî: åñëè f(t+u) = f(t)+uΦ(t, u) = f(t)+uΦ1(t, u), òî uΦ(t, u) = uΦ1(t, u),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Φ(t, u) = Φ1(t, u), ïîòîìó ÷òî u 6= 0, à A[t, u] � îáëàñòü öå-
ëîñòíîñòè.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé áîëåå óäîáíà äðóãàÿ ôîðìà åå îïðåäåëåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, è ïóñòü f(t) ∈ A[t]; äëÿ
òîãî ÷òîáû ìíîãî÷ëåí f ′(t) ∈ A[t] áûë ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(t) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â A[t, u] âûïîëíÿëîñü ñðàâíåíèå f(t + u) ≡ f(t) + f ′(t)u
(mod u2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1 ìû èìååì:
f(t+u)=f(t)+g1(t)u+g2(t)u2+. . .+gn(t)un≡f(t)+g1(t)u=f(t)+f ′(t)u (mod u2).

Îáðàòíî, ïóñòü f(t+u) ≡ f(t)+g(t)u (mod u2), ãäå g(t) ∈ A[t]; òîãäà ìû ïîëó÷àåì,
÷òî g(t)u ≡ f ′(t)u (mod u2), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí
Ψ(u) = h0(t) + h1(t)u + . . . + hm(t)um ∈ A[t][u] = A[t, u], ÷òî

g(t)u = f ′(t)u + Ψ(u)u2 = f ′(t)u + h0(t)u2 + h1(t)u3 + . . . + hm(t)um+2.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè u â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì,
÷òî g(t) = f ′(t).
Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé. Ïîêàæåì, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáëàäàåò
îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, è ïóñòü a ∈ A ⊂ A[t],
f(t), g(t)) ∈ A[t]; òîãäà

(1) a′ = 0, t′ = 1, (af(t))'=af'(t);
(2) (f(t)± g(t))′ = f ′(t)± g′(t);
(3) f(t)g(t))′ = f ′(t)g(t) + f(t)g′(t);
(4) åñëè n ≥ 0 � öåëîå ÷èñëî, òî ((t − a)n)′ = n(t − a)n−1 (â ÷àñòíîñòè,

(tn)′ = ntn−1);
(5) a0 + a1t + a2t

2 + . . . + antn = a1 + 2a2t + . . . + nantn−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé âûïîëíÿþòñÿ ñðàâ-
íåíèÿ

f(t + u) ≡ f(t) + f ′(t)u (mod u2), g(t + u) ≡ g(t) + g′(t)u (mod u2).

Ñâîéñòâà (1)-(3) ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèÿ 2 è ñëåäóþùèõ ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ
u2:
a ≡ a+0 · u, t+u ≡ t+1 · u, af(t+u) ≡ a(f(t)+f ′(t)u)=af(t)+(af ′(t))u,



f(t+u)± g(t+u) ≡ (
f(t)+f ′(t)u

)± (
g(t)+g′(t)u

)
=

(
f(t)± g(t)

)
+

(
f ′(t)± g′(t)

)
u,

f(t+u)g(t+u) ≡ (
f(t)+f ′(t)u

)(
g(t)+g′(t)u

) ≡ f(t)g(t)+
(
f ′(t)g(t)+f(t)g′(t)

)
u.

Ñâîéñòâî (4) äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî n: äëÿ n = 0 è n = 1 îíî ñîäåðæèòñÿ â
(1), è åñëè óæå äîêàçàíî, ÷òî ((t−a)n)′ = n(t−a)n−1, òî ïî ñâîéñòâó (3) ïîëó÷àåì

((t− a)n+1)′ = ((t− a)n(t− a))′ = ((t− a)n)′(t− a) + (t− a)n(t− a)′ =

= (n(t− a)n−1)(t− a) + (t− a)n · 1 = (n + 1)(t− a)n.

Ñâîéñòâî (5) ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñâîéñòâ (2), (1) è (4).
Êðèòåðèé êðàòíîñòè êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà. Êîðåíü a ìíîãî÷ëåíà f(t) ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè åãî êðàòíîñòü ðàâíà 1, è êðàòíûì,
åñëè åãî êðàòíîñòü íå ìåíüøå 2.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü k ïîëå, è ïóñòü f(t) ∈ k[t]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîðåíü a ìíî-
ãî÷ëåíà f(t) áûë êðàòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðà-
âåíñòâî f ′(a) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà f ′(a) = 0. Ïîñêîëüêó a � êîðåíü f(t), ìíîãî÷ëåí
f(t) äåëèòñÿ íà (t − a), è ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí g(t) ∈ k[t], òàêîé ÷òî f(t) =
(t − a)g(t). Òîãäà f ′(t) = (t − a)′g(t) + (t − a)g′(t), è 0 = f ′(a) = 1 · g(a) + (a −
a)g′(a) = g(a), è çíà÷èò, ïî òåîðåìå Áåçó, ìíîãî÷ëåí g(t) äåëèòñÿ íà (t − a).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí h(t) ∈ k[t], ÷òî g(t) = (t− a)h(t). Íî
òîãäà ìíîãî÷ëåí f(t) = (t−a)2h(t) äåëèòñÿ íà (t−a)2, à ýòî çíà÷èò, ÷òî êðàòíîñòü
êîðíÿ a ìíîãî÷ëåíà f(t) íå ìåíüøå 2.

Îáðàòíî, ïóñòü a � êðàòíûé êîðåíü f(t); òîãäà ìíîãî÷ëåí f(t) äåëèòñÿ íà
(t− a)2, è ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí h(t) ∈ k[t], ÷òî f(t) = (t− a)2h(t). Çíà÷èò,

f ′(t)=((t−a)((t−a)h(t)))′=(t−a)′((t−a)h(t))+(t−a)((t−a)h(t))′ ÷ ((t−a)),

è ïîòîìó ïî òåîðåìå Áåçó f ′(a) = 0.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ k[t] íå èìåë êðàòíûõ êîðíåé
íè â êàêîì ïîëå K, ñîäåðæàùåì k, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí áûë
âçàèìíî ïðîñò ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé f ′(t).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîãî÷ëåíû f(t) è f ′(t) íå âçàèìíî ïðîñòû, òî ñòåïåíü
èõ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ d(t) ∈ k[t] áîëüøå 0, è ïîòîìó ñóùåñòâóåò ïîëå
K ⊇ k, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí d(t) èìååò êîðåíü α. Ïîñêîëüêó f(t) è f ′(t) äåëÿòñÿ
íà d(t), ýëåìåíò α ∈ K ÿâëÿåòñÿ îáùèì êîðíåì f(t) è f ′(t), à ïîòîìó êðàòíûì
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(t).

Åñëè æå ìíîãî÷ëåíû f(t) è f ′(t) âçàèìíî ïðîñòû, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ìíî-
ãî÷ëåíû g(t), h(t) ∈ k[t], ÷òî f(t)g(t) + f ′(t)h(t) = 1; åñëè áû ó ìíîãî÷ëåíà f(t)
â íåêîòîðîì ïîëå K ⊇ k áûë êðàòíûé êîðåíü α, òî f(α) è f ′(α) áûëè áû ðàâíû
0, è ìû ïîëó÷èëè áû. ÷òî 1 = f(α)g(α) + f ′(α)h(α) = 0 · g(α) + 0 · h(α) = 0, ÷òî
íåâîçìîæíî.
Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ëàãðàíæà. Ïóñòü k ïîëå, è ïóñòü a1, . . . , ai, . . . , an

� ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(t) ïðîèçâåäåíèå
(t− a1) · · · (t− ai) · · · (t− an)

âñåõ äâó÷ëåíîâ (t− aj), 1 ≤ j ≤ n, à ÷åðåç gi(t) � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýòèõ äâó÷ëå-
íîâ, êðîìå (t− ai). Îáû÷íî ìíîãî÷ëåí gi(t) çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå gi(t) =

g(t)
t− ai

.
ßñíî, ÷òî gi(aj) = 0 ïðè j 6= i; íàéäåì òåïåðü, ÷åìó ðàâíÿåòñÿ gi(ai). Äëÿ ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî, î÷åâèäíî, g(t) = (t− ai)gi(t), à ïîòîìó g′(t) = (t− ai)g′i(t)+ 1 · gi(t),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî g′(ai) = (ai−ai)g′i(ai)+1·gi(ai). Òàêèì îáðàçîì, gi(ai) = g′(ai).
Çàìåòèì, ÷òî ai � ïðîñòîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(t), è ïîòîìó g′(ai) 6= 0.



Ïóñòü òåïåðü b1, . . . , bi, . . . , bn � êàêèå-òî ýëåìåíòû èç k; ïîëîæèì

f(t) =
b1g1(t)
g′(a1)

+ . . . +
bigi(t)
g′(ai)

+ . . . +
bngn(t)
g′(an)

.

ßñíî, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(t) íå ïðåâîñõîäèò n− 1; êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî
i, 1 ≤ i ≤ n ìû èìååì:

f(ai) =
b1g1(ai)
g′(a1)

+ . . . +
bigi(ai)
g′(ai)

+ . . . +
bngn(ai)
g′(an)

=
big

′(ai)
g′(ai)

= bi.

Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü a1, a2, . . . , an; b1, b2, . . . , bn � äâà íàáîðà
ýëåìåíòîâ èç k, ïðè÷åì ýëåìåíòû a1, a2, . . . , an ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì
÷åðåç g(t) ìíîãî÷ëåí (t− a1) · · · (t− ai) · · · (t− an). Òîãäà ìíîãî÷ëåí

f(t) =
n∑

i=1

big(t)
g′(ai)(t− ai)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìíîãî÷ëåíîì, òàêèì ÷òî deg f(t) < n, è f(ai) = bi äëÿ
âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ èíòåð-
ïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé Ëàãðàíæà.
Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ. Äî ñèõ ïîð âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ áûëè ñïðàâåäëèâû äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïîëåé; îäíàêî, â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ íàì ïðèäåòñÿ íàêëàäûâàòü
íà ïîëÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, î êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ è áóäåì ãîâîðèòü.

Ïóñòü k � ïîëå; ðàññìîòðèì â íåì ýëåìåíòû
1, 1+1, 1+1+1, . . . , 1+1+. . .+1︸ ︷︷ ︸

n

, . . . .

Åñëè âñå ýòè ýëåìåíòû íå ðàâíû 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k ðàâíà 0;
åñëè æå ñðåäè íèõ åñòü íóëè, òî õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå
÷èñëî p > 0, òàêîå ÷òî ñóììà p ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî åäèíèöå
1 ïîëÿ k, ðàâíà 0. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå char k.
Ïîñêîëüêó â ëþáîì ïîëå 0 6= 1, õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå ìîæåò áûòü ðàâíà 1.
Ïðåäëîæåíèå 4. Õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ïîëÿ èëè ðàâíà 0, èëè ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòûì ÷èñëîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü n = char k 6= 0 � íå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà
n ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë q > 1 è r > 1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç a, b ∈ k ñóììû ñîîòâåòñòâåííî q è r ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî
åäèíèöå 1 ïîëÿ k. Ïîñêîëüêó q, r < n = char k, îáà ýëåìåíòà a, b îòëè÷íû îò 0, íî

ab = (1+1+. . .+1︸ ︷︷ ︸
q

)(1+1+. . .+1︸ ︷︷ ︸
r

) = 1+1+. . .+1︸ ︷︷ ︸
n=qr

= 0.

Ýòî íåâîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî ïîëå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, è â íåì íåò
äåëèòåëåé 0.
Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî
ñ 1, è ïóñòü f(t) ∈ k[t]. Ìû óæå îïðåäåëèëè ïðîèçâîäíóþ f ′(t) ìíîãî÷ëåíà f(t).
Âòîðîé ïðîèçâîäíîé f ′′(t) ìíîãî÷ëåíà f(t) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ (f ′(t))′ åãî
ïðîèçâîäíîé f ′(t). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè n-þ ïðîèç-
âîäíóþ ìíîãî÷ëåíà f(t) êàê ïðîèçâîäíóþ åãî (n − 1)-é ïðîèçâîäíîé. n-þ ïðî-
èçâîäíóþ ìíîãî÷ëåíà f(t), îñîáåííî ïðè áîëüøèõ n, îáîçíà÷àþò ÷åðåç f (n)(t);
òàêèì îáðàçîì, f (1)(t) = f ′(t), f (2)(t) = f ′′(t), . . . , f (n)(t) = (f (n−1)(t))′.

Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ïðîèçâîäíîé ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà, âñå ïðîèçâîäíûå
ïîðÿäêîâ áîëüøå n ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè ìíîãî÷ëåíàìè.



Â ñëåäóþùåì ïóíêòå íàì îêàæåòñÿ ïîëåçíûì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, n, m > 0 �
öåëûå ÷èñëà, è ïóñòü f(t) = (t− a)n. Òîãäà

f (m)(t) =





n(n− 1) · · · (n−m + 1)(t− a)n−m, åñëè n > m;
n!, åñëè n = m;
0, åñëè n < m.

Ïîýòîìó çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f (m)(t) = ((t − a)n)(m) ïðè n 6= m ðàâíî 0, à ïðè
n = m îíî ðàâíî n!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íîìåð m ïðîèçâîäíîé áîëüøå ñòåïåíè ìíî-
ãî÷ëåíà (t−a)n, ïîýòîìó åãî m-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0. Â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó-
÷àÿõ óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî m ñ èñïîëüçîâàíèåì óòâåð-
æäåíèÿ (4) ïðåäëîæåíèÿ 3.

Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü f(t) ∈ k[t]. Ìíîãî÷ëåí f(t+u) îò äâóõ
ïåðåìåííûõ t, u ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìíîãî÷ëåí îò u ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
k[t]:

f(t + u) = g0(t) + g1(t)u + g2(t)u2 + . . . + gn(t)un.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî g0(t) = f(t), g1(t) = f ′(t). Âûÿñíèì, ÷åìó ðàâíû îñòàëüíûå
êîýôôèöèåíòû g2(t), . . . , gn(t). Äëÿ ýòîãî âîçüìåì çíà÷åíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ïðåäû-
äóùåãî ðàâåíñòâà ïðè t = u, u = t− u; ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

f(t) = g0(u) + g1(u)(t− u) + . . . + gi(u)(t− u)i + . . . + gn(u)(t− u)n.

Âîçüìåì i-þ ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, ðàññìàòðèâàåìûõ
êàê ìíîãî÷ëåíû îò t íàä k[u], è ñîñ÷èòàåì åå çíà÷åíèå ïðè t = u; ïî ëåììå èç
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ìû ïîëó÷èì:

f (i)(u) = f (i)(t)|t=u = g1(u)(t− u)(i)|t=u + . . . + gi(u)((t− u)i)(i)|t=u+

+ . . . + gn(u)((t− u)n)(i)|t=u = gi(u) · i!.
Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ îò u íàä ïîëåì k. Âçÿâ
çíà÷åíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè u = t, ìû ïîëó÷èì, ÷òî i!gi(t) = f (i)(t).
Åñëè char k = 0 èëè char k > i, òî i! = 1k + 1k + · · ·+ 1k︸ ︷︷ ︸

i!

� íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ

k, è íà íåãî ìîæíî äåëèòü; ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ìû íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ
êîýôôèöèåíòà gi(t):

gi(t) =
f (i)(t)

i!
.

Ïîäñòàâèâ åãî â ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(t + u) ïî ñòåïåíÿì u, ìû ïîëó÷èì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3 (ôîðìóëà Òåéëîðà). Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü f(t) ∈ k[t]. Åñëè
õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k ðàâíà 0 èëè áîëüøå ñòåïåíè n ìíîãî÷ëåíà f(t), òî â
êîëüöå k[t, u] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(t + u) = f(t) +
f ′(t)
1!

u + . . . +
f (i)(t)

i!
ui + . . . +

f (n)(t)
n!

un.

Ïóñòü òåïåðü a ∈ k; âçÿâ çíà÷åíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ôîðìóëû Òåéëîðà ïðè t =
a, u = t − a, ìû ïîëó÷èì âàðèàíò ôîðìóëû èç òåîðåìû 3, êîòîðûé îáû÷íî è
íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà:

f(t) = f(a) +
f ′(a)

1!
(t− a) + . . . +

f (i)(a)
i!

(t− a)i + . . . +
f (n)(a)

n!
(t− a)n.



Åùå î êðàòíûõ êîðíÿõ. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà, ÷òîáû óòî÷íèòü íà-
øè ðåçóëüòàòû î êðàòíûõ êîðíÿõ. Ñíà÷àëà äîêàæåì ïðîñòîé, íî óäîáíûé êðèòå-
ðèé òîãî, ÷òî êðàòíîñòü êîðíÿ ðàâíà ÷èñëó s.

Ëåììà 2. Ïóñòü k � ïîëå, a ∈ k, f(t) ∈ k[t]. Åñëè f(t) = (t− a)sg(t), ãäå s ≥ 0,
g(t) ∈ k[t], ïðè÷åì g(a) 6= 0, òî êðàòíîñòü êîðíÿ a ìíîãî÷ëåíà f(t) ðàâíà s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè s = 0, òî f(a) = g(a) 6= 0, ò.å. a � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(t)
êðàòíîñòè 0. Ïóñòü s ≥ 1; ìíîãî÷ëåí f(t) äåëèòñÿ íà (t − a)s, è íàäî ïîêàçàòü
òîëüêî, ÷òî îí íå äåëèòñÿ íà (t−a)s+1. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî ñóùåñòâîâàë
áû ìíîãî÷ëåí h(t) ∈ k[t], òàêîé ÷òî f(t) = (t − a)s+1h(t), è òîãäà ïîëó÷èëîñü
áû, ÷òî (t− a)sg(t) = (t− a)s((t− a)h(t)). Ïîñêîëüêó k[t] � îáëàñòü öåëîñòíîñòè,
îòñþäà ñëåäîâàëî áû, ÷òî g(t) = (t− a)h(t), è ïîòîìó g(a) = (a− a)h(a) = 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü k � ïîëå, 0 6= f(t) ∈ k[t], ïðè÷åì õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k
ðàâíà 0 èëè áîëüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(t). Ýëåìåíò a ∈ k òîãäà è òîëüêî
òîãäà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè s ≥ 1 ìíîãî÷ëåíà f(t), êîãäà

f(a) = f ′(a) = . . . = f (s−1)(a) = 0, f (s)(a) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ k. Åñëè n = deg f(t) è an 6= 0 � ñòàðøèé êîýô-
ôèöèåíò f(t), òî f (n)(a) = n!an, à ýòîò ýëåìåíò ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î
õàðàêòåðèñòèêå ïîëÿ k îòëè÷åí îò 0. Îäíàêî, áûòü ìîæåò, íåñêîëüêî ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(t) îáðàùàþòñÿ â 0, íî âñåãäà íàéäåòñÿ íàèìåíüøèé íî-
ìåð r, òàêîé ÷òîf (r)(a) 6= 0. Åñëè f(a) = 0, òî ýòîò íàèìåíüøèé íîìåð îáîçíà÷èì
÷åðåç rf (a); åñëè f(a) 6= 0, ïîëîæèì rf (a) = 0.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ k
÷èñëî rf (a) ñîâïàäàåò ñ êðàòíîñòüþ êîðíÿ a ìíîãî÷ëåíà f(t) (íàïîìíèì, ÷òî íå
ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè 0). Íî ýòî ñðàçó ñëåäóåò
èç ëåììû 2 è ôîðìóëû Òåéëîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü r = rf (a). Ñëó÷àé, êîãäà
r = 0, òðèâèàëåí: òîãäà f(a) 6= 0 è a � íå êîðåíü f(t), ò.å. êîðåíü êðàòíîñòè 0.
Ïóñòü r ≥ 1; òîãäà f(a) = f ′(a) = . . . = f (r−1)(a) = 0, f (r)(a) 6= 0, è ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà èìååì:

f(t)=f(a)+
f ′(a)

1!
(t−a)+. . .+

f (r−1)(a)
(r−1)!

(t−a)r−1+
f (r)(a)

r!
(t−a)r+. . .+

+
f (n)(a)

n!
(t−a)n = (t− a)rg(t),

ãäå g(t) =
f (r)(a)

r!
+

f (r+1)(a)
(r + 1)!

(t−a)+. . .+
f (n)(a)

n!
(t−a)n−r. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî

g(a) =
f (r)(a)

r!
6= 0, è ïîòîìó ïî ëåììå 2 ÷èñëî r ÿâëÿåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ a

ìíîãî÷ëåíà f(t).

Èç ýòîé òåîðåìû î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 4 êîðåíü êðàòíîñòè s ≥ 1 ìíîãî÷ëåíà
f(t) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè (s− 1) åãî ïðîèçâîäíîé f ′(t).

Îòäåëåíèå êðàòíûõ êîðíåé. Ïðè ÷èñëåííîì íàõîæäåíèè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íà-
ëè÷èå êðàòíûõ êîðíåé ÷àñòî îñëîæíÿåò ðàáîòó. Ïîýòîìó áûëî áû ïîëåçíî îñâî-
áîäèòñÿ îò êðàòíûõ êîðíåé, íå ïîòåðÿâ ïðè ýòîì íè îäíîãî êîðíÿ èñõîäíîãî
ìíîãî÷ëåíà. Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, êàê ýòî ñäåëàòü.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü k � ïîëå, f(t) � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí íàä k, ïðè÷åì
õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k ðàâíà 0 èëè áîëüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà. Ïóñòü, äàëåå,



d(t) ∈ k[t] � óíèòàðíûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà f(t) è åãî ïðî-
èçâîäíîé f ′(t), è ïóñòü f1(t) ∈ k[t] � òàêîé ìíîãî÷ëåí, ÷òî f(t) = d(t)f1(t).
Òîãäà â ëþáîì ïîëå, ñîäåðæàùåì k, ìíîæåñòâà êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ f(t) è f1(t)
ñîâïàäàþò, íî ó ìíîãî÷ëåíà f1(t) íåò êðàòíûõ êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K ⊇ k � òàêîå ïîëå, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí f(t) ðàñêëà-
äûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå f(t) = c(t − α1)s1 · · · (t − αr)sr , ãäå c ∈ k, α1, . . . , αr

� ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ K, s1, . . . , sr ≥ 1 (îíî ñóùåñòâóåò ïî òåî-
ðåìå 6.2). Ïîñêîëüêó f(t) = d(t)f1(t), à ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà â ïðîèçâåäå-
íèå óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ åäèíñòâåííî, êàíîíè÷åñêèå ðàçëîæå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ d(t) è f1(t) íàä ïîëåì K èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä; â ÷àñòíîñòè
d(t) = (t − α1)p1 · · · (t − αr)pr , ãäå íåêîòîðûå (èëè âñå) èç ïîêàçàòåëåé p1, . . . , pr

ìîãóò áûòü è ðàâíûìè 0 (òîãäà ñîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü (t−αi)pi ïðîñòî îò-
ñóòñòâóåò â ðàçëîæåíèè). Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 4 αi ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàò-
íîñòè si − 1 ïðîèçâîäíîé f ′(t), ò.å. f ′(t) äåëèòñÿ íà (t − αi)si−1, íî íå äåëèòñÿ
íà (t − αi)si . Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí f(t) òîæå äåëèòñÿ íà (t − αi)si−1, íà ýòó æå
ñòåïåíü (t − αi) äåëèòñÿ è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d(t) ìíîãî÷ëåíîâ f(t) è
f ′(t). Ïðè ýòîì d(t) íå äåëèòñÿ íà (t−αi)si , ïîòîìó ÷òî èíà÷å íà (t−αi)si äåëèëñÿ
áû è ìíîãî÷ëåí f ′(t) ÷ d(t). Èòàê, αi � êîðåíü d(t) êðàòíîñòè si − 1, è ïîòîìó
pi = si − 1.

Òàêèì îáðàçîì, d(t) = (t−α1)s1−1 · · · (t−αr)sr−1, è ïîòîìó f1(t) = f(t)/d(t) =
c(t− α1) · · · (t− αr), ò.å. ìíîãî÷ëåí f1(t) ∈ k[t] èìååò â ëþáîì ïîëå, ñîäåðæàùåì
k, òå æå êîðíè, ÷òî è f(t), íî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè êîðíÿìè f1(t).

9. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè
Ïîëå îòíîøåíèé îáëàñòè öåëîñòíîñòè. Ïóñòü Λ � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, ò.å. êîì-
ìóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Ïîëå K íàçûâàåòñÿ ïîëåì îòíîøåíèé îáëà-
ñòè öåëîñòíîñòè Λ, åñëè Λ � ïîäêîëüöî K, è ëþáîé ýëåìåíò α ∈ K ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå α = ab−1, ãäå a, b ∈ Λ ⊆ K, b 6= 0. Íàïðèìåð, ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Q ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îòíîøåíèé êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z, ïîòîìó ÷òî âñÿêîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå a/b = ab−1, ãäå a, b � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì
b 6= 0. Ýòî íå òîëüêî ñàìûé îáùåèçâåñòíûé ïðèìåð ïîëÿ îòíîøåíèé; êëàññè-
÷åñêîå ïîñòðîåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, èñõîäÿ èç öåëûõ ÷èñåë, êàê ýòî ïî÷òè
ñòðîãî äåëàëîñü â øêîëüíûõ êóðñàõ àðèôìåòèêè, ïîäñêàçûâàåò, êàê ïîãðóçèòü â
ïîëå îòíîøåíèé ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü öåëîñòíîñòè.

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè ìîæåò áûòü âëîæåíà â ïîëå, êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ åå ïîëåì îòíîøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Λ � îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Äðîáüþ íàä Λ íàçîâåì ëþáóþ
ïàðó a

b
, ãäå a, b ∈ Λ, b 6= 0. Çäåñü çíàê íå íåñåò íèêàêîãî ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñ-

ëà, à ñëóæèò ëèøü "çíàêîì ïðåïèíàíèÿ", ðàçäåëÿþùèì ïåðâóþ è âòîðóþ êîì-
ïîíåíòó äðîáè. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå âñåõ äðîáåé îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè,
ñ÷èòàÿ, ÷òî a

b
∼ c

d
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ad = bc. Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì

ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äðîáåé, ïîëîæèâ a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd
, a

b
· c
d

=
ac

bd
. Çàìåòèì,

÷òî ìû ñíîâà ïîëó÷èì äðîáè: ïðîèçâåäåíèå bd, ÿâëÿþùååñÿ âòîðîé êîìïîíåíòîé
ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ, íå ðàâíî 0, ïîòîìó ÷òî b 6= 0, d 6= 0, à êîëüöî Λ � îáëàñòü
öåëîñòíîñòè.

Ëåììà 1. Ïóñòü a, b, c, d, e, f, g, h ∈ Λ, ïðè÷åì b, d, f, h 6= 0. Òîãäà:
(1) a

b
∼ a

b
(ðåôëåêñèâíîñòü);

(2) åñëè a

b
∼ c

d
, òî c

d
∼ a

b
(ñèììåòðè÷íîñòü);



(3) åñëè a

b
∼ c

d
, c

d
∼ e

f
, òî a

b
∼ e

f
(òðàíçèòèâíîñòü);

(4) åñëè a

b
∼ e

f
, c

d
∼ g

h
, òî a

b
+

c

d
∼ e

f
+

g

h
, a

b
· c

d
∼ e

f
· g

h
.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ab = ba, òàê êàê Λ � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.
(2) Åñëè ad = bc, òî cb = da, îïÿòü èç-çà êîììóòàòèâíîñòè Λ.
(3) Åñëè a

b
∼ c

d
, c

d
∼ e

f
, òî ad = bc, cf = de. Òîãäà adf = bcf = bde. Ïîñêîëüêó

Λ � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ñîêðàòèòü
íà d 6= 0; ìû ïîëó÷èì, ÷òî af = be, ò.å. ÷òî a

b
∼ e

f
.

(4) Åñëè a

b
∼ e

f
, c

d
∼ g

h
, òî af = be, ch = dg. Ïîëüçóÿñü ýòèìè ðàâåíñòâàìè,

ïîëó÷àåì
(ad + bc)fh = afdh + bfch = bedh + bfdg = bd(eh + fg),

(ac)(fh) = (af)(ch) = (be)(dg) = (bd)(eg),

à ýòî êàê ðàç è çíà÷èò, ÷òî
a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd
∼ eh + fg

fh
=

e

f
+

g

h
,

a

b
· c

d
=

ac

bd
∼ eg

fh
=

e

f
· g

h
.

Ïåðâûå òðè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàííîé ëåììû îçíà÷àþò, ÷òî ∼ äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå äðîáåé, à ïîñëåäíåå � ÷òî
äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè;
ïîýòîìó ìû ìîæåì äåéñòâîâàòü äàëåå òàê æå, êàê â ãëàâå I ïðè ïîñòðîåíèè êîëüöà
âû÷åòîâ. Ïîñêîëüêó ìû åùå íå ðàç áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ,
ìû ïîâòîðèì ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ôàêòîâ èç
ãëàâû I â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, ÷åì ýòî áûëî òàì è ÷åì ýòî íàäî ñåé÷àñ.

Îá îòíîøåíèè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî îò-
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, ò.å. îòíîøåíèå x ∼ y ìåæäó ýëåìåíòàìè x, y ∈ X,
îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

(1) ðåôëåêñèâíîñòü: x ∼ x äëÿ âñÿêîãî x ∈ X;
(2) ñèììåòðè÷íîñòü: åñëè x, y ∈ X è x ∼ y, òî y ∼ x;
(3) òðàíçèòèâíîñòü: åñëè x, y, z ∈ X è x ∼ y, y ∼ z, òî x ∼ z.

Äëÿ ýëåìåíòà x ∈ X áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [x] ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ y ∈ X, ÷òî x ≡ y (mod n). Ýòî ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëåííûì ýëåìåíòîì x.

Ëåììà. (1) Ýëåìåíò z ∈ X ïðèíàäëåæèò êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè [x] òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà [x] = [z].

(2) Ëþáûå äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, èëè ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Ïóñòü [x] = [z]. Ïîñêîëüêó z ∼ z, ýëåìåíò z ïðèíàäëåæèò
êëàññó [z] = [x].

Îáðàòíî, ïóñòü z ∈ [x]; òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, x ∼ z. Åñëè y ∈ [z], òî z ∼ y,
è ïî òðàíçèòèâíîñòè x ∼ y, ò.å. y ∈ [x]; òàêèì îáðàçîì, [z] ⊆ [x]. Åñëè, íàîáîðîò,
y ∈ [x], òî x ∼ y; êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèÿ x ∼ z ñëåäóåò èç-çà ñèììåòðè÷íîñòè
ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷òî z ∼ x. Ñíîâà ïîëüçóÿñü òðàíçèòèâíîñòüþ, ïîëó÷àåì: z ∼ y,
ò.å. y ∈ [z], è äîêàçàíî âêëþ÷åíèå [x] ⊆ [z]. Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âêëþ÷åíèÿ
[z] ⊆ [x], [x] ⊆ [z], íàõîäèì, ÷òî [x] = [z].

(2). Åñëè ïåðåñå÷åíèå êëàññîâ âû÷åòîâ [x] è [y] íåïóñòî, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
z ∈ X, òàêîé ÷òî z ∈ [x] è z ∈ [y]. Íî òîãäà ïî (1) [x] = [z] è [y] = [z], ò.å. [x] = [y].

Ïóñòü òåïåðü íà ìíîæåñòâå X çàäàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ êàæ-
äîé ïàðå ýëåìåíòîâ x, y ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò x ◦ y ∈ X (îáû÷íî



◦ � ýòî ñëîæåíèå èëè óìíîæåíèå); ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ óñòîé÷èâà
îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(4) åñëè x, x1, y, y1 ∈ X è x ∼ x1, y ∼ y1, òî x ◦ y ∼ x1 ◦ y1.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì êîððåêòíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ◦ íàä êëàññàìè ýêâè-
âàëåíòíîñòè, ïîëîæèâ [x]◦ [y] = [x◦y]. Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèå
èìåííî ýëåìåíòû x, y ìû âûáèðàåì â êëàññàõ: åñëè [x] = [x1], [y] = [y1], òî x ∼ x1,
y ∼ y1, è ïîòîìó x ◦ y ∼ x1 ◦ y1, à ýòî çíà÷èò, ÷òî [x ◦ y] = [x1 ◦ y1].
Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ïðèìåíèì ñîîáðàæåíèÿ, èçëîæåííûå â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ê ìíîæåñòâó äðîáåé. Äëÿ äðîáè a

b
îáîçíà÷èì ÷åðåç

[a

b

]
ìíî-

æåñòâî âñåõ äðîáåé, ýêâèâàëåíòíûõ ýòîé äðîáè. Ïóñòü K ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
ïîäìíîæåñòâ α ìíîæåñòâà âñåõ äðîáåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êëàññàìè ýêâèâàëåíò-
íîñòè äðîáåé, ò.å òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ äðîáü a

b
, òàêàÿ ÷òî α =

[a

b

]
.

Êàê ìû îòìåòèëè â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, óñòîé÷èâîñòü ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
äðîáåé îòíîñèòåëüíî íàøåé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå äëÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè:[a

b

]
+

[ c

d

]
=

[a

b
+

c

d

]
,

[a

b

]
·
[ c

d

]
=

[a

b
· c

d

]
.

Ëåììà 2. Îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ äåéñòâèé ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè äðîáåé K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû ïîëÿ:

(1) α+(β+γ) = (α+β)+γ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ K (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(2) α + β = β + α äëÿ ëþáûõ α, β ∈ K (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0̄ ∈ K, ÷òî 0̄ + α = α äëÿ ëþáîãî α ∈ K;
(4) äëÿ ëþáîãî α∈K ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −α∈K, ÷òî α + (−α) = 0̄;
(5) α(βγ) = (αβ)γ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ K (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(6) αβ = βα äëÿ ëþáûõ α, β ∈ K (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(7) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 1̄ ∈ K, ÷òî 1̄ · α = α äëÿ ëþáîãî α ∈ K;
(8) α(β + γ) = αβ + αγ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ K (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);
(9) äëÿ ëþáîãî α∈K, íå ðàâíîãî 0̄, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò α−1∈K, ÷òî

αα−1 = 1̄.
Ïóñòü α =

[a

b

]
, β =

[ c

d

]
, γ =

[ e

f

]
; â êà÷åñòâå 0̄, 1̄, −α âîçüìåì êëàññû

[0
1

]
,

[1
1

]
,
[−a

b

]
. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (1)-(8) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä.

(1)
[a

b

]
+

([ c

d

]
+

[ e

f

])
=

([a

b

]
+

[ c

d

])
+

[ e

f

]
;

(2)
[a

b

]
+

[ c

d

]
=

[ c

d

]
+

[a

b

]
;

(3)
[0
1

]
+

[a

b

]
=

[a

b

]
;

(4)
[a

b

]
+

[−a

b

]
=

[0
1

]
;

(5)
[a

b

]([ c

d

][ e

f

])
=

([a

b

][ c

d

])[ e

f

]
;

(6)
[a

b

][ c

d

]
=

[ c

d

][a

b

]
;

(7)
[1
1

]
·
[a

b

]
=

[a

b

]
;

(8)
[a

b

]([ c

d

]
+

[ e

f

])
=

[a

b

][ c

d

]
+

[a

b

][ e

f

]
.

Èõ ïðîâåðêà ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Λ � êîììó-
òàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèÿ



(1), (4) è (8); ïåðâîå èç íèõ � "ñàìîå ñëîæíîå", à äâà äðóãèõ ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåí-
íûìè èç ñîîòíîøåíèé (1)-(8), ïðè ïðîâåðêå êîòîðûõ ïðèõîäèòñÿ çàìåíÿòü äðîáü
íà ýêâèâàëåíòíóþ åé. Ñîîòíîøåíèå (1) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

a

b
+

( c

d
+

e

f

)
=

a

b
+

cf + de

df
=

a(df) + b(cf + de)
b(df)

=
(ad + bc) + (bd)e

(bd)f
=

(a

b
+

c

d

)
+

e

f
.

Äàëåå, a

b
+
−a

b
=

ab + b(−a)
b2

=
0
b2
∼ 0

1
, ÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

(4). Íàêîíåö, èç öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé

a

b

( c

d
+

e

f

)
=

a

b
· cf + de

df
=

a(cf + de)
b(df)

∼ (ac)(bf) + (bd)(ae)
(bd)(bf)

=
a

b
· c

d
+

a

b
· e

f

âûòåêàåò (8).
Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî àêñèîìà (9), âûäåëÿþùàÿ ïîëÿ â êëàññå êîììóòàòèâíûõ

àññîöèàòèâíûé êîëåö ñ 1, òîæå âûïîëíÿåòñÿ â K. Ïóñòü α =
[a

b

]
6= 0̄ =

[0
1

]
; òîãäà

íåâåðíî, ÷òî a · 1 = b · 0, è ïîòîìó a = a · 1 6= b · 0 = 0, à çíà÷èò, b

a
òîæå ÿâëÿåòñÿ

äðîáüþ. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî â êà÷åñòâå α−1 ìîæíî âçÿòü êëàññ
[ b

a

]
∈ K:

α
[ b

a

]
=

[a

b

][ b

a

]
=

[ab

ba

]
=

[1
1

]
= 1̄.

Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ýëåìåíòû èç êîëüöà Λ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû èç K, îòîæäå-
ñòâèâ a ∈ Λ ñ êëàññîì äðîáåé

[a

1

]
. Òàêîå îòîæäåñòâëåíèå íå ïðèâåäåò ê ïðîòèâî-

ðå÷èÿì: äåéñòâèÿ íàä ýëåìåíòàìè a, b ∈ Λ, ðàññìàòðèâàåìûìè êàê ýëåìåíòû èç
A è êàê ýëåìåíòû èç K, ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì:

[a

1

]
+

[ b

1

]
=

[a + b

1

]
,

[a

1

]
·
[ b

1

]
=

[ab

1

]
.

Êðîìå òîãî, ïðè òàêîì îòîæäåñòâëåíèè êîëüöî A íå "ñæèìàåòñÿ": ðàçíûå ýëå-
ìåíòû Λ îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè è â A[[t]]. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî

[a

1

]
+

[ b

1

]

ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó a = a · 1 = 1 · b = b. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî Λ îêàçàëîñü
âëîæåííûì â ïîëå K.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îòíîøåíèé êîëüöà Λ, ò.å. ÷òî êàæ-
äûé ýëåìåíò èç K ïðåäñòàâèì â âèäå ab−1, ãäå a, b ∈ Λ, b 6= 0. Íî ýòî î÷åâèäíî:

[a

b

]
=

[a

1

]
·
[1
b

]
=

[a

1

]
·
[ b

1

]−1

= ab−1.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ìû óâèäåëè â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî åñëè a, b ∈ Λ, b 6= 0, òî a

b
= ab−1 =[a

b

]
, ãäå â ëåâîé ÷àñòè ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòà ÿâëÿåòñÿ çíàêîì äåëåíèÿ â ïîëå K

îäíîãî ýëåìåíòà èç Λ íà äðóãîé, à â ïðàâîé � ýòî "çíàê ïðåïèíàíèÿ", èñïîëü-
çóåìûé äëÿ çàïèñè äðîáåé. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ðàâåíñòâî íè â êîåì ñëó÷àå íå
îçíà÷àåò, ÷òî êëàññ äðîáåé ðàâåí ñâîåìó ïðåäñòàâèòåëþ.

Â äàëüíåéøåì ýëåìåíòû èç ïîëÿ îòíîøåíèé ìû âñåãäà áóäåì çàïèñûâàòü â
âèäå îòíîøåíèÿ â K äâóõ ýëåìåíòîâ èç Λ, ò.å. â âèäå a

b
, ãäå ãîðèçîíòàëüíàÿ

÷åðòà ÿâëÿåòñÿ çíàêîì äåëåíèÿ â K.



Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè. Ïóñòü k � ïîëå; ïîëå îòíîøåíèé êîëüöà ìíîãî-
÷ëåíîâ k[t1, . . . , tn] íàçûâàåòñÿ ïîëåì äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò t1, . . . , tn
íàä ïîëåì k è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç k(t1, . . . , tn). Ýëåìåíòû ýòîãî ïîëÿ íàçûâà-
þòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè, õîòÿ êàê ôóíêöèè ìû èõ ðàññìàòðè-
âàòü íå áóäåì, è êàæäûé èç íèõ ïðåäñòàâèì â âèäå f(t1, . . . , tn)

g(t1, . . . , tn)
, ãäå f(t1, . . . , tn),

g(t1, . . . , tn) � ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷åì âòîðîé èç íèõ îòëè÷åí îò 0.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ òîëüêî äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöè-

ÿìè îò îäíîé ïåðåìåííîé. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(t)
g(t)

∈ k(t) íàçûâàåò-
ñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè deg f(t) < deg g(t). Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïðåäñòàâëåíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëå-
íîâ: åñëè f(t)

g(t)
=

f1(t)
g1(t)

è deg f(t) < deg g(t), òî f(t)g1(t) = g(t)f1(t) è ïîòîìó
deg f(t) + deg g1(t) = deg g(t) + deg f1(t), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

deg f1(t) = deg g1(t) + (deg f(t)− deg g(t)) < deg g1(t).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå ïðàâèëüíûõ äðîáíî-ðàöè-
îíàëüíûõ ôóíêöèé � ñíîâà ïðàâèëüíûå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè. Âñÿêàÿ
äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ìíîãî-
÷ëåíà è ïðàâèëüíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f1(t)
g1(t)

,
f2(t)
g2(t)

� ïðàâèëüíûå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíê-
öèè; ýòî çíà÷èò, ÷òî deg f1(t) < deg g1(t), deg f2(t) < deg g2(t). Íî òîãäà

deg f1(t)f2(t) = deg f1(t) + deg f2(t) < deg g1(t) + deg g2(t) = deg g1(t)g2(t),

deg f1(t)g2(t) = deg f1(t) + deg g2(t) < deg g1(t) + deg g2(t) = deg g1(t)g2(t),

deg g1(t)f2(t) = deg g1(t) + deg f2(t) < deg g1(t) + deg g2(t) = deg g1(t)g2(t),

à ïîòîìó è deg(f1(t)g2(t) + g1(t)f2(t)) < deg g1(t)g2(t). Ñëåäîâàòåëüíî,

f1(t)
g1(t)

+
f2(t)
g2(t)

=
f1(t)g2(t) + g1(t)f2(t)

g1(t)g2(t)
,

f1(t)
g1(t)

· f2(t)
g2(t)

=
f1(t)f2(t)
g1(t)g2(t)

� ïðàâèëüíûå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.
Ïóñòü òåïåðü f(t)

g(t)
� ïðîèçâîëüíàÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñêîëü-

êó g(t) 6= 0, ïî òåîðåìå î äåëåíèè ñ îñòàòêîì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóþò
ìíîãî÷ëåíû q(t), r(t), òàêèå ÷òî f(t) = q(t)g(t) + r(t), deg r(t) < deg g(t). Òîãäà
f(t)
g(t)

= q(t)+
r(t)
g(t)

è åñòü ïðåäñòàâëåíèå f(t)
g(t)

â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëü-

íîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Åñëè f(t)
g(t)

= q1(t) +
r1(t)
g1(t)

áûëî áû äðóãèì
ïîäîáíûì ïðåäñòàâëåíèåì, òî ìíîãî÷ëåí q1(t) − q(t) áûë áû ðàâåí ïðàâèëüíîé
äðîáè r(t)

g(t)
− r1(t)

g1(t)
, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè q1(t) − q(t) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

q1(t) = q(t), à ïîòîìó è r1(t)
g1(t)

=
f(t)
g(t)

− q1(t) =
f(t)
g(t)

− q(t) =
r(t)
g(t)

.

Ïðîñòåéøèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàä
ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå g(t)

(p(t))s
, ãäå



p(t), g(t) ∈ k[t], s ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðè÷åì p(t) � óíèòàðíûé íåïðè-
âîäèìûé íàä k ìíîãî÷ëåí, è deg g(t) < deg p(t). Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòåéøè-
ìè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k áóäóò äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíê-
öèè a

(t− c)s
, ãäå a, c ∈ k. Íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ïðîñòåéøèìè áóäóò

äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè âèäîâ
a

(t− c)s
,

at + b

(t2 + pt + q)s
(s ≥ 1, a, b, c, p, q ∈ R, ïðè÷åì p2 < 4q).

Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ
â ñóììó íåñêîëüêèõ ïðîñòåéøèõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî âñÿêóþ ïðàâèëüíóþ äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ
ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó ïðàâèëüíûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ � ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ëåììà 3. Ïóñòü k � ïîëå, f(t) ∈ k[t], p1(t), . . . , pr(t) ∈ k[t] � ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûå íåïðèâîäèìûå óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû, s1, . . . , sr ≥ 1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
è ïóñòü g(t) = (p1(t))s1 · · · (pr(t))sr . Åñëè deg f(t) < deg g(t), òî ñóùåñòâóþò
òàêèå ìíîãî÷ëåíû f1(t), . . . , fr(t) ∈ k[t], ÷òî deg fi(t) < deg(pi(t))si ïðè 1 ≤ i ≤ r
è

f(t)
g(t)

=
f1(t)

(p1(t))s1
+ . . . +

fr(t)
(pr(t))sr

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gi(t) ïðîèçâåäåíèå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ (pj(t))sj ,
êðîìå (pi(t))si , òàê ÷òî g(t) = (pi(t))sigi(t). Ïîêàæåì, ÷òî g1(t), . . . , gr(t) � âçàèìíî
ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè ìíîãî÷ëåíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìíîãî÷ëåí d(t) ∈ k[t]
ÿâëÿåòñÿ èõ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì. Åñëè íåâåðíî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû âçà-
èìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, òî deg d(t) ≥ 1, è ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé óíè-
òàðíûé ìíîãî÷ëåí q(t), íà êîòîðûé äåëèòñÿ d(t), à çíà÷èò, è âñå ìíîãî÷ëåíû
gi(t). Â ÷àñòíîñòè, g1(t) = (p2(t))s2 · · · (pr(t))sr ÷ q(t); ïîñêîëüêó âñå ñîìíîæèòåëè
è ìíîãî÷ëåí q(t) íåïðèâîäèìûå è óíèòàðíûå, ýòî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà
q(t) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãî÷ëåíîâ pj(t), 2 ≤ j ≤ r. Íî gj(t) íå äåëèòñÿ íà
pj(t) = q(t); ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, êîòîðîå äîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû
g1(t), . . . , gr(t) âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè.

Ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó âçàèìíî ïðîñòûõ â ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâó-
þò òàêèå ìíîãî÷ëåíû F1(t), . . . , Fr(t) ∈ k[t], ÷òî

1 = F1(t)g1(t) + . . . + Fr(t)gr(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fi(t) è Qi(t) îñòàòîê è íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
f(t)Fi(t) íà (pi(t))si , òàê ÷òî

f(t)Fi(t) = fi(t) + Qi(t)(pi(t))si , deg fi(t) < deg(pi(t))si (1 ≤ i ≤ r).

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ:

f(t) = f(t)F1(t)g1(t) + . . . + f(t)Fr(t)gr(t) =

= f1(t)g1(t) + Q1(t)(p1(t))s1g1(t) + . . . + fr(t)gr(t) + Qr(t)(pr(t))srgr(t) =

= f1(t)g1(t) + . . . + fr(t)gr(t) + (Q1(t) + . . . + Qr(t))g(t).

Ñòåïåíü êàæäîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ fi(t)gi(t) ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà g(t) =
(pi(t))sigi(t), ïîòîìó ÷òî deg fi(t) < deg(pi(t))si . Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(t) òîæå
ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà g(t). Ïîýòîìó

deg g(t) > deg(f(t)− (f1(t)g1(t) + . . . + fr(t)gr(t))) = deg(Q1(t) + . . . + Qr(t))g(t) =

= deg(Q1(t) + . . . + Qr(t)) + deg g(t),



à ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè deg(Q1(t) + . . . + Qr(t)) = −∞, ò.å. åñëè ìíîãî÷ëåí
Q1(t) + . . . + Qr(t) íóëåâîé. Èòàê, f(t) = f1(t)g1(t) + . . . + fr(t)gr(t), è

f(t)
g(t)

=
f1(t)g1(t)

g(t)
+ . . . +

fr(t)gr(t)
g(t)

=
f1(t)

(p1(t))s1
+ . . . +

fr(t)
(pr(t))sr

.

Ëåììà 4. Ïóñòü s ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, h(t), p(t) ∈ k[t], ïðè÷åì deg p(t) ≥
1, deg h(t) < s deg p(t). Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû a0(t), . . . , as−1(t), òàêèå
÷òî deg ai(t) < deg p(t) äëÿ âñåõ i, 0 ≤ i ≤ s− 1, è

h(t) = a0(t) + a1(t)p(t) + . . . + as−1(t)(p(t))s−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî s ìíîãî÷ëåíà h(t); åñëè s = 1, òî äîñòàòî÷íî
ïîëîæèòü a0(t) = h(t). Ïóñòü s > 1 è äëÿ s − 1 óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî.
Ïî òåîðåìå î äåëåíèè ñ îñòàòêîì ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû as−1(t), h1(t),
÷òî h(t) = as−1(t)(p(t))s−1 + h1(t), ãäå deg h1(t) < deg(p(t))s−1 = (s − 1) deg p(t).
Ñðàâíèâàÿ ñòåïåíè, ïîëó÷àåì:
deg as−1(t)+(s−1) deg p(t) = deg (as−1(t)(p(t))s−1) = deg(h(t)−h1(t)) < s deg p(t),

ïîýòîìó deg as−1(t) < deg p(t). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóþò ìíîãî-
÷ëåíû a0(t), . . . , as−2(t), òàêèå ÷òî deg ai(t) < deg p(t) äëÿ âñåõ i, 0 ≤ i ≤ s− 2, è
h1(t) = a0(t) + a1(t)p(t) + . . . + as−2(t)(p(t))s−2. Òîãäà

h(t) = as−1(t)(p(t))s−1 + h1(t) = a0(t) + a1(t)p(t) + . . . + as−1(t)(p(t))s−1

è áóäåò íóæíûì ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãî÷ëåíà h(t).

Òåïåðü ëåãêî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü f(t)
g(t)

� ïðàâèëüíàÿ
äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàä ïîëåì k; äîìíîæàÿ, åñëè íàäî, ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó, äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí g(t) áûë
óíèòàðíûì. Òîãäà g(t) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå g(t) = (p1(t))s1 · · · (pr(t))sr ,
ãäå p1(t), . . . , pr(t) ∈ k[t] � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå óíèòàðíûå ìíîãî-
÷ëåíû, s1, . . . , sr ≥ 1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó íàøà äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ
ôóíêöèÿ ïðàâèëüíàÿ, deg f(t) < deg g(t). Ïîýòîìó ïî ëåììå 3 íàéäóòñÿ òàêèå
ìíîãî÷ëåíû f1(t), . . . , fr(t) ∈ k[t], ÷òî

f(t)
g(t)

=
f1(t)

(p1(t))s1
+ . . . +

fr(t)
(pr(t))sr

,

è âñå ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå � ïðàâèëüíûå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè. Äî-
êàæåì, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáíî-
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü 1 ≤ i ≤ r; ïîñêîëüêó deg fi(t) < si deg pi(t), ïî
ëåììå 4 íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû a0(t), . . . , asi−1(t), ÷òî deg aj(t) < deg pi(t)
äëÿ âñåõ j, 0≤j≤si−1, è fi(t) = a0(t) + a1(t)pi(t) + . . . + asi−1(t)(pi(t))si−1. Òîãäà

fi(t)
(pi(t))si

=
a0(t) + a1(t)pi(t) + . . . + asi−1(t)(pi(t))si−1

(pi(t))si
=

=
a0(t)

(pi(t))si
+

a1(t)
(pi(t))si−1

+ . . . +
asi−1(t)

pi(t)
,

è âñå ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåé ñóììå � ïðîñòåéøèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âèäíî, ÷òî â ðàçëîæåíèè â ñóììó
ïðîñòåéøèõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f(t)

g(t)
, ãäå g(t) = (p1(t))s1 · · · (pr(t))sr ,

ïðè÷åì p1(t), . . . , pr(t) ∈ k[t] � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå óíèòàðíûå ìíî-
ãî÷ëåíû, ïðèñóòñòâóþò ëèøü ïðîñòåéøèå ñëàãàåìûå, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ
èìåþò âèä (pi(t))j, ãäå 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ si.



Ôîðìóëà Ëàãðàíæà äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Â ñëó÷àå, êî-
ãäà çíàìåíàòåëü ïðàâèëüíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íå èìååò êðàòíûõ
êîðíåé è ïîëíîñòüþ ðàñêëàäûâàåòñÿ íàä k â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæè-
òåëåé, ìîæíî íàïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàçëîæåíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè â ñóììó ïðîñòåéøèõ.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü a1, a2, . . . , an � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
ýëåìåíòû èç k. Ïóñòü, äàëåå, g(t) = (t− a1) · · · (t− ai) · · · (t− an), à f(t) ∈ k[t] �
ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå n. Òîãäà

f(t)
g(t)

=
n∑

i=1

f(ai)/g′(ai)
t− ai

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2, ïðàâèëüíàÿ
äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(t)

g(t)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ

äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñî çíàìåíàòåëÿìè (t− ai), 1 ≤ i ≤ n, ò.å.
f(t)
g(t)

=
b1

t− a1
+ . . . +

bi

t− ai
+ . . . +

bn

t− an
,

ãäå ÷èñëèòåëè bi � ýëåìåíòû èç k. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ýëåìåíòû bi, óìíîæèì
ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî íà g(t), è ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

f(t) = b1g1(t) + . . . + bigi(t) + . . . + bngn(t),

ãäå gi(t) � ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ áèíîìîâ (t−aj), êðîìå (t−ai); èíà÷å ãîâîðÿ, gi(t) �
òàêèå ìíîãî÷ëåíû, ÷òî g(t) = gi(t)(t− ai). Âçÿâ çíà÷åíèå îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà
ïðè t = ai è çàìåòèâ, ÷òî gj(ai) = 0 ïðè j 6= i, íàéäåì, ÷òî f(ai) = bigi(ai).
Íàéäåì gi(ai), ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ìíîãî÷ëåí g(t) = gi(t)(t−ai) è âçÿâ çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé ïðè t = ai:

g′(t) = g′i(t)(t− ai) + gi(t)(t− ai)′ = g′i(t)(t− ai) + gi(t),

g′(ai) = g′i(ai)(ai − ai) + gi(ai) = gi(ai).

Èòàê, gi(ai) = g′(ai) 6= 0, ïîòîìó ÷òî êîðåíü ai ìíîãî÷ëåíà g(t) íå êðàòíûé, è
çíà÷èò, bi = f(ai)/gi(ai) = f(ai)/g′(ai).


