
Ãëàâà III. Ìàòðèöû

1. Äåéñòâèÿ íàä ìàòðèöàìè
Ïîíÿòèå ìàòðèöû. Ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà âèäà
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êîìïîíåíòû êîòîðîé aij ìîãóò áûòü ýëåìåíòàìè ëþáîãî ìíîæåñòâà. Ïîìèìî îáî-
çíà÷åíèÿ aij äëÿ ýëåìåíòà i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Aij . Îñîáåííî ýòî áóäåò óäîáíî ïðè ðàññìîòðåíèè ìàò-
ðèö, ïîëó÷åííûõ èç äðóãèõ ìàòðèö ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé; íàïðèìåð,
(A(B + C))ij îçíà÷àåò ýëåìåíò i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A(B + C).

Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ñ êîìïîíåíòàìè èç ìíîæåñòâà A, ñîñòîÿùèõ èç m
ñòðîê è n ñòîëáöîâ, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Am×n. ×àñòî áûâàåò óäîáíî ðàññìàòðè-
âàòü è ìàòðèöû ñ ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè ñòðîê èëè ñòîëáöîâ; ýòî ìîæåò ïîíà-
äîáèòüñÿ, íàïðèìåð, êîãäà ìû âûáðàñûâàåì èç ìàòðèöû íåñêîëüêî ñòðîê èëè
ñòîëáöîâ, è åñëè íå äîïóñêàòü ìàòðèöû ñ 0 ñòðîê èëè 0 ñòîëáöîâ, â ðàññóæäå-
íèÿõ ïðèäåòñÿ ââîäèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ðàññìàòðèâàåìûå ìàòðèöû è ðàçáèðàòü
ðàçëè÷íûå ñëó÷àè, ÷òî, êàê ïðàâèëî, íè÷åì íå îïðàâäàíî. Êîíå÷íî, ó òàêèõ ìàò-
ðèö íåò íèêàêèõ êîìïîíåíò, è ÿñíî, ìíîæåñòâà A0×n, Am×0 äîëæíû ñîñòîÿòü
êàæäîå èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà.

Äåéñòâèÿ íàä ìàòðèöàìè. Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöû ñ êîìïî-
íåíòàìè èç ôèêñèðîâàííîãî àññîöèàòèâíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé
Λ. Îïðåäåëèì òðè äåéñòâèÿ íàä ìàòðèöàìè: ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ìàòðèö è
óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ýëåìåíò èç Λ.

Ïóñòü ìàòðèöû A, B ïðèíàäëåæàò Λm×n. Èõ ñóììîé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
A + B ∈ Λm×n, êîìïîíåíòû êîòîðîé ðàâíû ñóììàì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò
ìàòðèö A è B:

(A + B)ij = Aij + Bij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòà a ∈ Λ íà ìàòðèöó A íàçûâàåòñÿ ìàòðè-
öà aA ∈ Λm×n, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì a íà ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû ìàòðèöû A:

(aA)ij = aAij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ ìåíåå åñòåñòâåííî, íî
ïîçäíåå ìû ïîéìåì, ïî÷åìó îíî îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî òàê. Ïóñòü A ∈ Λm×n, B ∈
Λn×k; ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A, B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà AB ∈ Λm×k, êîìïîíåíòû
êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

(AB)ij =
n∑

s=1

AisBsj , (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ k).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìíîæàòü ìàòðèöû ìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî ñòîëáöîâ
ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ðàâíî ÷èñëó ñòðîê âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ, è ó ïîëó÷èâøåéñÿ
ìàòðèöû áóäåò ñòîëüêî ñòðîê, ñêîëüêî ó ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ, è ñòîëüêî ñòîëá-
öîâ, ñêîëüêî ó âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ. Êîìïîíåíòû ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ïðàâèëó "ñòðîêà íà ñòîëáåö": äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýëåìåíò i-é ñòðîêè
è j-ãî ñòîëáöà ïðîèçâåäåíèÿ, íàäî ïåðåìíîæèòü ïåðâûé ýëåìåíò i-é ñòðîêè ïåð-
âîãî ñîìíîæèòåëÿ è ïåðâûé ýëåìåíò j-ãî ñòîëáöà âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ, âòîðîé
ýëåìåíò i-é ñòðîêè ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ è âòîðîé ýëåìåíò j-ãî ñòîëáöà âòîðîãî
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ñîìíîæèòåëÿ, . . . , n-é ýëåìåíò i-é ñòðîêè ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ è n-ûé ýëåìåíò
j-ãî ñòîëáöà âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ, è ñëîæèòü âñå ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Äëÿ êàæäûõ íàòóðàëüíûõ m, n ÷åðåç 0m×n îáîçíà÷èì ìàòðèöó èç m ñòðîê è n
ñòîëáöîâ, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé ðàâíû 0. Òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íóëåâîé.
Èç êîíòåêñòà îáû÷íî ÿñíî, ñêîëüêî ñòðîê è ñêîëüêî ñòîëáöîâ â ìàòðèöå, ïîýòîìó,
êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì ïèñàòü 0 âìåñòî 0m×n, õîòÿ íàäî âñåãäà ïîìíèòü, ÷òî
äëÿ êàæäûõ m, n ñâîÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà. Áîëåå òîãî, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü íóëåâóþ ìàòðèöó ÷åðåç 0, à íå 0, íî ïîêà âñå æå áóäåì èñïîëüçîâàòü
ðàçëè÷íûå ñèìâîëû äëÿ íóëÿ êîëüöà Λ è íóëåâîé ìàòðèöû.

Åäèíè÷íîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà En ∈ Λn×n,
âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 1, à íåäèàãîíàëüíûå - 0:

(En)ii = 1, (En)ij = 0 ïðè i 6= j (1 ≤ i, j ≤ n).

Êàê è äëÿ íóëåâîé ìàòðèöû, ìû îáû÷íî îïóñêàåì óêàçàíèå íà ïîðÿäîê åäèíè÷íîé
ìàòðèöû è ïèøåì E âìåñòî En.

Ââåäåì åùå îäíî îáîçíà÷åíèå. Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Λm×n ÷åðåç −A áóäåì îáî-
çíà÷àòü ìàòðèöó èç Λm×n, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
íà ïðîòèâîïîëîæíûå:

(−A)ij = −Aij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Ñâîéñòâà äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè. Âñþäó íèæå â ýòîì ïóíêòå A, B, C � ìàò-
ðèöû ñ êîìïîíåíòàìè èç êîììóòàòèâíîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé Λ,
a, b ∈ Λ. Íàïîìíèì, ÷òî íå ëþáûå äâå ìàòðèöû ìîæíî ñëîæèòü èëè ïåðåìíîæèòü:
ñêëàäûâàòü ìîæíî òîëüêî ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòðîê è îäèíàêîâûì
÷èñëîì ñòîëáöîâ, à ïåðåìíîæàòü ìîæíî ëèøü òàêèå ìàòðèöû, ÷òî â ïåðâîé èç
íèõ ñòîëüêî æå ñòîëáöîâ, ñêîëüêî ñòðîê âî âòîðîé; ïîýòîìó âñå ïåðå÷èñëåííûå
íèæå ñâîéñòâà íàäî ÷èòàòü òàê: åñëè îïðåäåëåíà îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà, òî
îïðåäåëåíà è äðóãàÿ, è îíè ðàâíû (êðîìå ñâîéñòâ 3, 12, â êîòîðûõ íàäî òðåáî-
âàòü ëèøü, ÷òîáû áûëà îïðåäåëåíà ëåâàÿ ÷àñòü, è ñâîéñòâ 4, 6, 7, 8, êîòîðûå
âñåãäà îñìûñëåííû).

(1) (A + B) + C = A + (B + C);
(2) A + B = B + A;
(3) A + 0 = A;
(4) A + (−A) = 0;
(5) a(A + B) = aA + bB;
(6) (a + b)A = aA + bA;
(7) 1 ·A = A;
(8) (ab)A = a(bA);
(9) (AB)C = A(BC);
(10) A(B + C) = AB + AC;
(11) (A + B)C = AC + BC;
(12) EA = A, AE = A;
(13) a(AB) = (aA)B = A(aB).
Äîêàçàòåëüñòâà áîëüøèíñòâà èç ýòèõ ñâîéñòâ òðèâèàëüíû; ñâîéñòâà (1)-(8) âî-

îáùå ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî âûïîëíåíû àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà äëÿ ýëåìåíòîâ êîëü-
öà Λ. Âñå æå äëÿ ïðèìåðà äîêàæåì (1). Ïóñòü A ∈ Λm×n, è ïóñòü èìåþò ñìûñë
âñå äåéñòâèÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (A+B)+C = A+(B +C); òîãäà B ∈ Λm×n

(èíà÷å ñóììà A + B íå îïðåäåëåíà), è ïîòîìó A + B ∈ Λm×n. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
èìåëà ñìûñë ñóììà (A + B) + C íåîáõîäèìî, ÷òîáû è ìàòðèöà C ïðèíàäëåæà-
ëà ìíîæåñòâó Λm×n. Ïîýòîìó îïðåäåëåíà è ñóììà A + (B + C), è îáå ìàòðèöû
(A + B) + C, A + (B + C) ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ñòðîê è îäèíàêîâîãî ÷èñ-
ëà ñòîëáöîâ. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû îáåèõ ìàòðèö
ñîâïàäàþò; íî ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ â êîëüöå Λ:



((A + B) + C)ij = (A + B)ij + Cij = (Aij + Bij) + Cij =

= Aij + (Bij + Cij) = Aij + (B + C)ij = (A + (B + C))ij .

Îñòàëüíûå èç ñâîéñòâ (1)-(8) äîêàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, è äàæå
íåñêîëüêî ïðîùå. Ñàìîå ãðîìîçäêîå èç ñâîéñòâ � ýòî àññîöèàòèâíîñòü óìíîæå-
íèÿ ìàòðèö (9); ïðîâåäåì åãî äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ. Ïóñòü îïðåäåëåíà, íà-
ïðèìåð, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (AB)C = A(BC), è ïóñòü B ∈ Λn×k. Ïîñêîëüêó
îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå BC, ìàòðèöà C ñîñòîèò èç k ñòðîê; ïóñòü r ÷èñëî åå
ñòîëáöîâ, òàê ÷òî BC ∈ Λn×r. Èç òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå A(BC) èìååò ñìûñë,
ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A èìååò n ñòîëáöîâ; ïóñòü m � ÷èñëî åå ñòðîê. Òåïåðü âèäíî,
÷òî îïðåäåëåíî è ïðîèçâåäåíèå (AB)C, è ÷òî îáå ìàòðèöû (AB)C, A(BC) ñîñòîÿò
èç m ñòðîê è r ñòîëáöîâ. Ïðîâåðèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö
ðàâíû. Â ïðèâåäåííîé íèæå âûêëàäêå ÷åðåç I îáîçíà÷åíî äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå ìíîæåñòâ {1, . . . , n} è {1, . . . , k}. Ïåðâûå äâà øàãà � âûðàæåíèå ýëåìåíòà
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB, C ÷åðåç ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö è âûðàæåíèå ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû AB ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèö A, B; çàòåì ìû ïîëüçóåìñÿ äèñòðèáóòèâíî-
ñòüþ óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ â êîëüöå Λ, çàìåíÿåì äâîéíóþ ñóììó
íà ñóììó ïî äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ ìíîæåñòâ èíäåêñîâ ýòèõ ñóìì è ïîëüçóåìñÿ
àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â êîëüöå Λ, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåòñÿ "îáðàòíûé õîä"
� ìû ïðîèçâîäèì òå æå îïåðàöèè â îáðàòíîì ïîðÿäêå:

((AB)C)ij =
k∑

t=1

(AB)itCtj =
k∑

t=1

( n∑
s=1

AisBst

)
Ctj =

k∑
t=1

( n∑
s=1

(AisBst)Ctj

)
=

=
∑

(s,t)∈I

(AisBst)Ctj =
∑

(s,t)∈I

Ais(BstCtj) =
n∑

s=1

k∑
t=1

Ais(BstCtj) =

=
n∑

s=1

Ais

( k∑
t=1

AisBstCtj

)
=

n∑
s=1

Ais(BC)sj = (A(BC))ij .

Â ñâîéñòâàõ (10), (13) ìû îïóñòèì èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ìàòðèö, îãðàíè÷èâ-
øèñü ëèøü äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé ñîâïàäàþò; â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ëèøü äèñòðèáóòèâíîñòü óìíî-
æåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, à â ïîñëåäíåì � åùå è òî, ÷òî â êîììóòàòèâíîì
àññîöèàòèâíîì êîëüöå ïðîèçâåäåíèÿ a(AisBsj), (aAis)Bsj , Ais(aBsj) ðàâíû:

(A(B + C))ij =
n∑

s=1

Ais(B + C)sj =
n∑

s=1

(AisBsj + AisCsj) =
n∑

s=1

AisBsj +
n∑

s=1

AisCsj =

= (AB)ij + (AC)ij = (AB + AC)ij ,

(a(AB))ij = a(AB)ij = a

n∑
s=1

AisBsj =
n∑

s=1

a(AisBsj) =
n∑

s=1

(aAis)Bsj = ((aA)B)ij ,

(a(AB))ij = a(AB)ij = a

n∑
s=1

AisBsj =
n∑

s=1

a(AisBsj) =
n∑

s=1

Ais(aBsj) = (A(aB))ij

(â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ÷åðåç n îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A). Ñâîéñòâî
(11) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê (10), à î ñâîéñòâå (12) ïîãîâîðèì ÷óòü ïîäðîáíåå.

Ïóñòü A ∈ Λm×n; íàïîìíèì, ÷òî îáîçíà÷åíèå E ïðèìåíÿåòñÿ íå äëÿ åäèíñòâåí-
íîé ìàòðèöû, à äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû En ëþáîãî ïîðÿäêà n. Ïðîèçâåäåíèå EA
îïðåäåëåíî, êîãäà E = Em, à ïðîèçâåäåíèå AE � êîãäà E = En; òàêèì îáðàçîì,
íàäî äîêàçàòü, ÷òî EmA = AEn = A. Âñå ìàòðèöû â ýòîì ðàâåíñòâå èìåþò m



ñòðîê è n ñòîëáöîâ, òàê ÷òî íóæíî ïðîâåðèòü ëèøü ñîâïàäåíèå èõ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ýëåìåíòîâ:

(EmA)ij =
m∑

s=1

(Em)isAsj = (Em)iiAij = Aij = Aij(En)jj =
n∑

t=1

Ait(En)tj = (AEn)ij ,

ïîòîìó ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû (Em)ii, (En)jj ìàòðèö Em, En ðàâíû 1, à âñå
îñòàëüíûå ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö ðàâíû 0.

Îòìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå ìàòðèö, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòàòèâíî. Âî-ïåðâûõ,
ïðîèçâåäåíèå AB ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî, à ïðîèçâåäåíèå BA � íåò (íàïðèìåð,
åñëè A ∈ Λ2×3, B ∈ Λ3×4); âî-âòîðûõ, åñëè äàæå îáà ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëåíû,
îíè ìîãóò èìåòü ðàçíóþ ñòðóêòóðó (íàïðèìåð, ïðè A ∈ Λ2×3, B ∈ Λ3×2 ïðî-
èçâåäåíèå AB ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà 2, à ïðîèçâåäåíèå BA �
êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà 3). Íî äàæå êîãäà ñî ñòðóêòóðîé âñå â ïîðÿäêå,
ïðîèçâåäåíèÿ AB, BA ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû, â ÷åì óáåæäàåøüñÿ íà ïðèìåðå
ïðîèçâåäåíèé ïî÷òè ëþáûõ ïåðâûõ ïîïàâøèõñÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2:(

1 2
1 0

)(
3 1
2 1

)
=

(
7 3
3 1

)
,

(
3 1
2 1

)(
1 2
1 0

)
=

(
4 6
3 4

)
.

Îòìåòèì åùå, ÷òî ìàòðèöû ìîãóò áûòü "äåëèòåëÿìè 0"; íàïðèìåð,(
1 2
2 4

)(
2 −6
−1 3

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n. Åñëè êîëè÷åñòâî ñòðîê è êîëè÷åñòâî
ñòîëáöîâ ìàòðèöû ðàâíî îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó n, òî òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâà-
åòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n. Ìíîæåñòâî Λn×n âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Λn. Èç îïðåäåëåíèé ÿñíî, ÷òî ñóììà è ïðîèçâå-
äåíèå ìàòðèö èç Λn ñíîâà ïðèíàäëåæàò Λn, à ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ (1)-(4),
(9)-(12) äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè ïîêàçûâàåò, ÷òî Λn � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ
åäèíèöåé E = En. Ìû òîëüêî ÷òî óáåäèëèñü, ÷òî óæå ïðè n = 2 êîëüöî Λn

íåêîììóòàòèâíî.
Äî ñèõ ïîð âñå âñòðå÷àâøèåñÿ ó íàñ êîëüöà áûëè êîììóòàòèâíû. Òåïåðü ó íàñ

ïîÿâèëîñü ìíîãî ïðèìåðîâ íåêîììóòàòèâíûõ êîëåö. Áûâàþò è íåàññîöèàòèâíûå
êîëüöà; ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îò-
íîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ è âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ.

Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö. Ïóñòü A � ìàòðèöà èç Am×n; òðàíñïîíèðîâàííîé ïî
îòíîøåíèþ ê A ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà AT ∈ An×m, ýëåìåíòû êîòîðîé
ñèììåòðè÷íû ýëåìåíòàì ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè:

(AT)ij = Aji, (1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ñòðîêè ìàòðèöû ñòàíîâÿòñÿ åå ñòîëáöàìè,
à ñòîëáöû � ñòðîêàìè.

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå A è B áóäóò ìàòðèöàìè ñ êîìïîíåíòàìè èç êîììóòà-
òèâíîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé Λ, à a � ýëåìåíòîì èç Λ. Ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà ïîêàçûâàþò, êàê ñâÿçàíî òðàíñïîíèðîâàíèå ñ äåéñòâèÿìè íàä ìàòðèöà-
ìè. Êàê è âûøå, ñâîéñòâà (15) è (16) íàäî ÷èòàòü òàê: åñëè îïðåäåëåíà îäíà èç
ñòîðîí ðàâåíñòâà, òî îïðåäåëåíà è äðóãàÿ, è îíè ðàâíû.

(14) (aA)T = aAT;
(15) (A + B)T = AT + BT;
(16) (AB)T = BTAT;
(17) (AT)T = A.

Ïðèâåäåì ëèøü äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (16) (îñòàëüíûå òðèâèàëüíû). Ïóñòü
A ∈ Λm×n; åñëè èìååò ñìûñë ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, òî îïðåäåëåíî ïðîèçâåäå-
íèå AB, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ó ìàòðèöû B ÷èñëî ñòðîê ðàâíî n; ïóñòü k � ÷èñëî åå



ñòîëáöîâ. Òîãäà AB ∈ Λm×k, à (AB)T ∈ Λk×m. Äàëåå, â ýòîé ñèòóàöèè BT ∈ Λk×n,
AT ∈ Λn×m, ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå BTAT îïðåäåëåíî è ïðèíàäëåæèò Λk×m. Àíà-
ëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè îïðåäåëåíà ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(16), òî îïðåäåëåíà è åãî ëåâàÿ ÷àñòü, è îáå ýòèõ ìàòðèöû èìåþò îäèíàêîâîå
÷èñëî ñòðîê è îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòîëáöîâ. Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàâíû ñî-
îòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîí ðàâåíñòâà (16). Ïîëüçóÿñü
êîììóòàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ, ïîëó÷àåì:

((AB)T)ij = (AB)ji =
n∑

s=1

AjsBsi =
n∑

s=1

BsiAjs =
n∑

s=1

(BT)is(AT)sj = (BTAT)ij .

Îòìåòèì, ÷òî ýòî � åäèíñòâåííîå èç âñåõ ñâîéñòâ äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè (êðî-
ìå ÷àñòè ñâîéñòâà (13)), â êîòîðîì ñóùåñòâåííà êîììóòàòèâíîñòü êîëüöà Λ; âñå
îñòàëüíûå ñâîéñòâà áåç òðóäà ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ìàòðèö íàä íåêîììóòàòèâ-
íûì, íî àññîöèàòèâíûì êîëüöîì. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö
åñòåñòâåííî òîëüêî äëÿ ìàòðèö íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè; â ñëó÷àå íåêîì-
ìóòàòèâíûõ êîëåö èíîãäà óäàåòñÿ ïîäïðàâèòü îïðåäåëåíèå òðàíñïîíèðîâàííîé
ìàòðèöû òàê, ÷òîáû ñâîéñòâî (16) ñîõðàíèëîñü, íî äëÿ ýòîãî íàäî, ÷òîáû íà Λ
áûëà íåêîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà.

Íóìåðàöèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ. Îáû÷íî ñòðîêè è ñòîëá-
öû ìàòðèöû íóìåðóþòñÿ ïåðâûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè; â ýòîì ñëó÷àå îíè
åñòåñòâåííûì îáðàçîì óïîðÿäî÷åíû. Îäíàêî, èíîãäà áûâàåò óäîáíî íóìåðîâàòü
èõ ýëåìåíòàìè èç íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ S è T , íå îáÿçàòåëüíî óïîðÿäî÷åííûõ. Â
ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç ìíîæåñòâà A ïîíèìàåòñÿ êàê îòîáðàæå-
íèå S×T → A. Îáðàç Ast ýëåìåíòà (s, t) ∈ S×T ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ñ÷èòàåòñÿ
ýëåìåíòîì s-é ñòðîêè è t-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A. Îáû÷íûå ìàòðèöû ïîÿâëÿþòñÿ
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà S = {1, 2, . . . ,m}, T = {1, 2, . . . , n}.

Ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ êîìïîíåíòàìè èç A, ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðûõ çàíóìå-
ðîâàíû ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâ S è T , îáîçíà÷àåòñÿ AS×T .

Âñå äåéñòâèÿ íàä ìàòðèöàìè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû è òîãäà, êîãäà èõ ñòðîêè
è ñòîëáöû çàíóìåðîâàíû ýëåìåíòàìè èç ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Òàê,
òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðèöå A ∈ AS×T íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà AT ∈ AT×S , òàêàÿ
÷òî

(AT)ts = Ast äëÿ âñåõ s ∈ S, t ∈ T.

Ïóñòü, äàëåå, Λ � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, S, T , U , V � êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà, è ïóñòü A ∈ ΛS×T , B ∈ ΛU×V . Åñëè a ∈ Λ, òî ïðîèçâåäåíèåì a íà
A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà aA ∈ ΛS×T , ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì a íà
ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû A:

(aA)st = aAst (s ∈ S, t ∈ T ).

Ñóììà A+B ìàòðèö A, B îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S = U , T = V ;
îíà òîæå ïðèíàäëåæèò ΛS×T , è åå ýëåìåíòû ðàâíû ñóììàì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèö A, B:

(A + B)st = Ast + Bst (s ∈ S, t ∈ T ).

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A, B îïðåäåëåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T = U ; îíî
ïðèíàäëåæèò ΛS×V è åãî ýëåìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

(AB)sv =
∑

t∈T

AstBtv (s ∈ S, v ∈ V ).

Âñå ñâîéñòâà äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè áåç òðóäà ïåðåíîñÿòñÿ íà ìàòðèöû, ñòðî-
êè è ñòîëáöû êîòîðûõ çàíóìåðîâàíû ýëåìåíòàìè èç êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Â ÷àñò-
íîñòè, ìíîæåñòâî ΛS = ΛS×S êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðûõ



çàíóìåðîâàíû ýëåìåíòàìè èç S, ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé E = ES .

2. Îáîáùåíèå äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíèìîñòè äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè. Íàøå ïåð-
âîíà÷àëüíîå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ñîñòîÿëî â òîì, ÷òî êîìïîíåíòû ìàòðèöû ìî-
ãóò áûòü ýëåìåíòàìè ëþáîãî ìíîæåñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü äëÿ êàæäûõ i, j
çàäàíî ñâîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî Aij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n). Òîãäà ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
... . . . ...

am1 am2 . . . amn


 ,

êîìïîíåíòû aij = Aij êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíîæåñòâó Aij .
Åñëè íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Aij îïðåäåëåíî ñëîæåíèå (â ÷àñòíîñòè, åñëè îíè
ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíî çàïèñàííûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè), òî ïîäîáíûå ìàòðèöû
ìîæíî ñêëàäûâàòü, è ïîëó÷èâøàÿñÿ ñóììà òîæå áóäåò ìàòðèöåé òîãî æå òèïà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö â ïîäîáíîé áîëåå îáùåé ñèòóàöèè íàì
íàäî óìåòü ïåðåìíîæàòü ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûì ìíî-
æåñòâàì. Ìû ãîâîðèì, ÷òî íà ïàðå ìíîæåñòâ A, B, çàäàíî óìíîæåíèå ñî çíà÷å-
íèÿìè â ìíîæåñòâå C, åñëè çàôèêñèðîâàíî ëþáîå îòîáðàæåíèå Φ : A × B → C.
Ìû áóäåì çàïèñûâàòü ïðîèçâåäåíèå Φ(a, b) ∈ C ýëåìåíòîâ a ∈ A, b ∈ B ÷åðåç ab.

Ïóñòü Aij , Bjk, Cik (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ p) � íåïóñòûå ìíîæåñòâà,
ïðè÷åì íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Cik çàäàíî êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå ñëî-
æåíèå, è äëÿ êàæäîé òðîéêè èíäåêñîâ i, j, k çàäàíî óìíîæåíèå Aij × Bjk → Cik.
Ïóñòü òåïåðü A � ìàòðèöà èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, òàêàÿ ÷òî Aij ∈ Aij äëÿ
ëþáûõ i, j, à B � ìàòðèöà èç n ñòðîê è p ñòîëáöîâ, òàêàÿ ÷òî Bjk ∈ Bjk äëÿ
ëþáûõ j, k. Òîãäà îïðåäåëåíà ìàòðèöà AB, ñîñòîÿùàÿ m ñòðîê è p, êîìïîíåíòû
êîòîðîé (AB)ik ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâàì Cik è íàõîäÿòñÿ ïî
ôîðìóëàì

(AB)ik =
n∑

s=1

AisBsk.

Äåéñòâèòåëüíî, âñå ïðîèçâåäåíèÿ AisBsk ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Cik, è èõ ìîæ-
íî ñëîæèòü â Cik, ïðè÷åì ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ n ñëàãàåìûõ íå çàâèñèò îò òîãî,
â êàêîì ïîðÿäêå ìû ýòè ñëîæåíèÿ âûïîëíÿåì, òàê ÷òî ìû ìîæåì ýòó ñóììó
çàïèñûâàòü, èñïîëüçóÿ çíàê ñóììèðîâàíèÿ

n∑
s=1

.

Ïðèìåð: ìàòðèöû, ðàçáèòûå íà áëîêè. Ïóñòü Λ � êîëüöî, è ïóñòü S1, . . . , Sm;
T1, . . . , Tn � äâà íàáîðà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ. Ïóñòü

a =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
... . . . ...

am1 am2 . . . amn




� ìàòðèöà, êàæäàÿ êîìïîíåíòà aij êîòîðîé ñàìà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé è ïðèíàäëå-
æèò ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíîæåñòâó ΛSi×Tj . Îáîçíà÷èì ÷åðåç S îáúåäèíåíèå ìíî-
æåñòâ S1, . . . , Sm, à ÷åðåç T � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ T1, . . . , Tn. Ïóñòü A ∈ ΛS×T �
ìàòðèöà, êîìïîíåíòû Ast êîòîðîé îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè s ∈ Si,
t ∈ Tj , òî Ast = (aij)st (çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò s èç îáúåäèíåíèÿ S ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Si, 1 ≤ i ≤ m, ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííîìó èç ýòèõ



ìíîæåñòâ, è òî÷íî òàê æå êàæäûé ýëåìåíò t ∈ T ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííîìó
èç ìíîæåñòâ Tj , 1 ≤ j ≤ n). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A ðàçáèòà íà áëîêè
aij , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿì S = S1∪· · ·∪Sm, T = T1∪· · ·∪Tn èõ ìíîæåñòâ
ñòðîê è ñòîëáöîâ, à a ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ñîñòàâëåííîé èç áëîêîâ ìàòðèöû A,
îòâå÷àþùèõ ýòèì ðàçáèåíèÿì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åíü ïîëåçíî, è ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ èì.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü Λ � êîëüöî, è ïóñòü S, T, R � íåïóñòûå êîíå÷íûå ìíî-
æåñòâà.

(1) Ïóñòü A,B ∈ ΛS×T , è ïóñòü a, b � ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç áëîêîâ
ìàòðèö A, B, îòâå÷àþùèõ ðàçáèåíèÿì S = S1 ∪ · · · ∪ Sm, T = T1 ∪ · · · ∪ Tn

ìíîæåñòâ ñòðîê è ñòîëáöîâ ýòèõ ìàòðèö â îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ. Òîãäà a + b � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç
áëîêîì ìàòðèöû A + B ∈ ΛS×T , îòâå÷àþùèõ òåì æå ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà
S ñòðîê è ìíîæåñòâà T ñòîëáöîâ.

(2) Ïóñòü A ∈ ΛS×T , B ∈ ΛT×R, è ïóñòü a, b � ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç
áëîêîâ ìàòðèö A, B,C, îòâå÷àþùèõ ðàçáèåíèÿì

S = S1 ∪ · · · ∪ Sm, T = T1 ∪ · · · ∪ Tn, R = R1 ∪ · · · ∪Rp

ìíîæåñòâ ñòðîê è ñòîëáöîâ ýòèõ ìàòðèö â îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þùèõñÿ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ. Òîãäà ab � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç áëîêîì
ìàòðèöû AB ∈ ΛS×R, îòâå÷àþùèõ òåì æå ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà S åå ñòðîê
è ìíîæåñòâà R åå ñòîëáöîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî áûëî òðóäíåå ñôîðìóëèðîâàòü, ÷åì äîêàçàòü; ìû îãðàíè-
÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ (2) (óòâåðæäåíèå (1) íàìíîãî ïðîùå). Ïóñòü
s ∈ Si ⊆ S, r ∈ Rj ⊆ R; òîãäà

(AB)sr =
∑

t∈T

AstBtr =
n∑

l=1

( ∑

t∈Tl

AstBtr

)
=

n∑

l=1

( ∑

t∈Tl

(ail)st(blj)tr

)
=

=
n∑

l=1

(ailblj)sr =
( n∑

l=1

ailblj

)
sr

= ((ab)ij)sr.

Ñâîéñòâà îáîáùåííûõ äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè. Áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ äåéñòâèé
íàä ìàòðèöàìè ñ êîìïîíåíòàìè èç êîëüöà Λ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â áîëåå
îáùåé ñèòóàöèè, îïèñàííîé â íà÷àëå ïàðàãðàôà. Ãðóáî ãîâîðÿ, åñëè âñå óìíî-
æåíèÿ äèñòðèáóòèâíû è êàêîå-òî èç ñâîéñòâ äåéñòâèé âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îäíî-
ýëåìåíòíûõ ìàòðèö, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà, êîãäà ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ ÷àñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëåíà. Ìû íå áóäåì ïûòàòüñÿ òî÷íî ôîð-
ìóëèðîâàòü è äîêàçûâàòü ýòè ñâîéñòâà â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, õîòÿ ñäåëàòü ýòî
íåñëîæíî, à îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ñèòóàöèåé, â êîòîðîé ìû â äàëüíåéøåì áóäåì ýòè
ñâîéñòâà íåîäíîêðàòíî ïðèìåíÿòü.

Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ; òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæå-
íèå ìàòðèö ñ êîìïîíåíòàìè èç A àññîöèàòèâíî è êîììóòàòèâíî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñâîéñòâàì, â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Ñíà-
÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå äèñòðèáóòèâíîãî óìíîæåíèÿ. Ïóñòü A, B, C � àääèòèâíî
çàïèñàííûå àáåëåâû ãðóïïû; óìíîæåíèå A×B → C íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíûì,
åñëè

(a1 + a2)b = a1b + a2b, a(b1 + b2) = ab1 + ab2

äëÿ ëþáûõ a, a1, a2 ∈ A, b, b1, b2 ∈ B. Åñëè ýòî óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî, òî äëÿ
ëþáûõ ìàòðèö A ∈ Am×n, B, B′ ∈ Bn×k âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå äèñòðèáóòèâ-
íîñòè A(B + B′) = AB + AB′; äåéñòâèòåëüíî,

(A(B + B′))ij =
n∑

s=1

Ais(B + B′)sj =
n∑

s=1

(AisBsj + AisB
′
sj) =



=
n∑

s=1

AisBsj +
n∑

s=1

AisB
′
sj = (AB)ij + (AB′)ij = (AB + AB′)ij .

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,A′ ∈ Am×n, B ∈ Bn×k âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå äèñòðèáóòèâíîñòè (A + A′)B = AB + A′B.

Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèö ìîæåò áûòü äîêàçàíà â ñëåäóþùåì êîí-
òåêñòå. Ïóñòü A, B, C, D, E , F � àáåëåâû ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, íà
êîòîðûõ çàäàíû äèñòðèáóòèâíûå óìíîæåíèÿ

A× B → D, D × C → F , B × C → E , A× E → F ,

ïðè÷åì (ab)c = a(bc) äëÿ ëþáûõ a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ìàò-
ðèö A ∈ Am×n, B ∈ Bn×k, C ∈ Ck×r âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå àññîöèàòèâíîñòè
(AB)C = A(BC). Äåéñòâèòåëüíî, â äîêàçàòåëüñòâå àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ
ìàòðèö íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì Λ, êîòîðîå ìû ïîâòîðÿåì íèæå, èñïîëüçî-
âàëèñü òîëüêî ýòè ñâîéñòâà (íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç I îáîçíà÷åíî äåêàðòîâî ïðîèç-
âåäåíèå ìíîæåñòâ {1, . . . , n} è {1, . . . , k}):

((AB)C)ij =
k∑

t=1

(AB)itCtj =
k∑

t=1

( n∑
s=1

AisBst

)
Ctj =

k∑
t=1

( n∑
s=1

(AisBst)Ctj

)
=

=
∑

(s,t)∈I

(AisBst)Ctj =
∑

(s,t)∈I

Ais(BstCtj) =
n∑

s=1

k∑
t=1

Ais(BstCtj) =

=
n∑

s=1

Ais

( k∑
t=1

AisBstCtj

)
=

n∑
s=1

Ais(BC)sj = (A(BC))ij .

3. Ìàòðèöû íàä ïîëåì
Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû. Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå k ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì
ïîëåì, è âñå ìàòðèöû áóäóò ìàòðèöàìè ñ ýëåìåíòàìè èç k.

Ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè íàä k íàçûâàþòñÿ êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî èç
âèäîâ
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
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,

â êîòîðûõ α, λ � ýëåìåíòû èç k, ïðè÷åì α 6= 0, âñå íå îòìå÷åííûå íåäèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû 0, à íå îòìå÷åííûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 1. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè A ∈ kn � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà ïåðâîãî òèïà, òî ñóùåñòâóåò èíäåêñ
i, 1 ≤ i ≤ n, è ýëåìåíò α 6= 0 èç ïîëÿ k, òàêèå ÷òî Aii = α, Ajj = 1 ïðè
j 6= i, Alj = 0 ïðè l 6= j. Åñëè A ∈ kn � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî òèïà,
òî ñóùåñòâóþò èíäåêñû i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n, è ýëåìåíò λ ∈ k, òàêèå ÷òî Aij = λ,
Ass = 1 äëÿ âñåõ s, Ast = 0 äëÿ âñåõ ïàð (s, t) 6= (i, j), s 6= t.

Ðàññìàòðèâàþò åùå è ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû òðåòüåãî òèïà; ìàòðèöà A ∈ kn

íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöåé òðåòüåãî òèïà, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà
i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n, ÷òî Aij = Aji = 1, Ass = 1 ïðè s 6= i, j, à âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû A ðàâíû 0. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî



òèïà èìååò âèä 
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Âïðî÷åì, ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû òðåòüåãî òèïà íå òàê âàæíû, ïîòîìó ÷òî
îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö ïåðâûõ
äâóõ òèïîâ. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïîêàæåì ýòî íå â îáùåì ñëó÷àå, à íà ïðèìåðå
ìàòðèö ïîðÿäêà 2:

(
0 1
1 0

)
=

(
1 −1
0 1

)(
1 0
1 1

)(
1 0
0 −1

)(
1 1
0 1

)

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè è íàä ñòîëáöàìè ìàòðèöû. Ýëå-
ìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ åå óìíîæåíèå
ñëåâà íà ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó, à ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàä ñòîëáöà-
ìè ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó ñïðàâà.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäðîáíåå. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñ
êîìïîíåíòàìè èç k, ñîñòîÿùàÿ èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, è ïóñòü ìàòðèöà B
ïîëó÷åíà èç íåå óìíîæåíèåì íà ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó X. Ïîñêîëüêó ýëåìåí-
òàðíàÿ ìàòðèöà êâàäðàòíàÿ, à ïðîèçâåäåíèå B = XA îïðåäåëåíî òîëüêî åñëè
÷èñëî ñòðîê âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî X ∈ kn. Èìååòñÿ òðè òèïà ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö. Ïóñòü ñíà-
÷àëà X � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà ïåðâîãî òèïà; ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
i, 1 ≤ i ≤ m, è α ∈ k, α 6= 0, ÷òî Xii = α, Xjj = 1 ïðè j 6= i, Xst = 0 ïðè s 6= t
(1 ≤ j, s, t ≤ m). Òîãäà

Bst = (XA)st =
m∑

j=1

XsjAjt = XssAst =
{

Ast, åñëè s 6= i ;
αAit, åñëè s = i,

ïîòîìó ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì s èç ýëåìåíòîâ Xsj òîëüêî äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò
Xss îòëè÷åí îò 0, è îí ðàâåí 1, åñëè s 6= i, è ðàâåí α ïðè s = i. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðâîãî òèïà âñå ýëåìåíòû i-é ñòðîêè ìàòðèöû A
óìíîæàþòñÿ íà ýëåìåíò α 6= 0 èç ïîëÿ k, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íå
ìåíÿþòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü X � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî òèïà; ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò òàêèå èíäåêñû i 6= j (1 ≤ i, j ≤ m) è ýëåìåíò λ ∈ k, ÷òî Xij = λ, Xss = 1,
Xst = 0 ïðè s 6= t, (s, t) 6= (i, j) (1 ≤ s, t ≤ m). Òîãäà

Bst = (XA)st =
m∑

l=1

XslAlt =
{

XssAst = Ast, åñëè s 6= i ;
XiiAit + XijAjt = Ait + λAjt, åñëè s = i,

ïîòîìó ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì s 6= i èç ýëåìåíòîâ Xsl òîëüêî äèàãîíàëüíûé
ýëåìåíò Xss îòëè÷åí îò 0, è îí ðàâåí 1, à ñðåäè ýëåìåíòîâ Xil íå ðàâíû 0 òîëüêî
Xii = 1 è Xij = λ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè âòîðîãî
òèïà êî âñåì ýëåìåíòàì i-é ñòðîêè ìàòðèöû A ïðèáàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû j-é ñòðîêè, óìíîæåííûå íà ýëåìåíò λ èç ïîëÿ k, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû A íå ìåíÿþòñÿ.

Íàêîíåö, åñëè X � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî òèïà, òî ñóùåñòâóþò òàêèå
èíäåêñû i 6= j (1 ≤ i, j ≤ m), ÷òî ñðåäè ýëåìåíòîâ Xit îòëè÷åí îò 0 òîëüêî ýëåìåíò



Xij = 1, ñðåäè ýëåìåíòîâ Xjt îòëè÷åí îò 0 òîëüêî ýëåìåíò Xji = 1, à ïðè s 6= i, j
èç ýëåìåíòîâ Xst òîëüêî äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò Xss = 1 íå ðàâåí 0; ïîýòîìó

Bst = (XA)st =
m∑

l=1

XslAlt =





XssAst = Ast, åñëè s 6= i, j ;
XijAjt = Ajt, åñëè s = i,
XjiAit = Ait, åñëè s = j.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè òðåòüåãî òèïà i-ÿ è j-ÿ ñòðîêè
ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íå ìåíÿþòñÿ.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû íàõîäèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè òèïà ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòîëáöàìè ìàòðèöû A:

(1) âñå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A óìíîæàþòñÿ íà ýëåìåíò α 6= 0 èç
ïîëÿ k, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íå ìåíÿþòñÿ;

(2) êî âñåì ýëåìåíòàì i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A ïðèáàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà, óìíîæåííûå íà ýëåìåíò λ èç ïîëÿ k, à îñòàëü-
íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íå ìåíÿþòñÿ;

(3) i-é è j-é ñòîëáöû ìàòðèöû A ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû A íå ìåíÿþòñÿ.

Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïðåæäå, ÷åì ñôîð-
ìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîãî ïóíêòà, äàäèì îäíî îïðåäåëåíèå. Ìàòðè-
öà A ∈ km×n íàçûâàåòñÿ ëåñòíèöåîáðàçíîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà r,
j1, . . . , jr, ÷òî 0 ≤ r ≤ m, 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(1) A1j1 = . . . = Arjr = 1;
(2) åñëè s ≤ r è i 6= s, òî Aijs = 0;
(3) åñëè i > r, òî Aij = 0 äëÿ âñåõ j, 1 ≤ j ≤ n;
(4) åñëè i ≤ r, j < ji, òî Aij = 0.

Åñëè r = 0, òî êîëè÷åñòâî èíäåêñîâ j1, . . . , jr ðàâíî 0, ò.å. èõ ïîïðîñòó íåò; â ýòîì
ñëó÷àå ëåñòíèöåîáðàçíàÿ ìàòðèöà îêàçûâàåòñÿ íóëåâîé ìàòðèöåé. Åñëè ÷èñëî
ñòðîê èëè ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû ðàâíî 0, òî âñå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè
r = 0, òàê ÷òî ìàòðèöû ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ÿâëÿþòñÿ
ëåñòíèöåîáðàçíûìè.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð, â êîòîðîì m = 6, n = 9, r = 4, j1 = 2, j2 = 3, j3 = 6,
j4 = 8, èëëþñòðèðóåò ýòî îïðåäåëåíèå è, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, äàåò ïîëíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î òîì, ÷òî òàêîå ëåñòíèöåîáðàçíàÿ ìàòðèöà (íà ïîçèöèÿõ "ïîä ëåñòíèöåé",
îòìå÷åííûõ çíàêîì · , ñòîÿò íóëè):




· 1 0 a14 a15 0 a17 0 a19

· · 1 a24 a25 0 a27 0 a29

· · · · · 1 a37 0 a39

· · · · · · · 1 a49

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·




.

Îòìåòèì, ÷òî äëèíû ñòóïåíåê ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè (â íàøåì ïðèìåðå îíè
ðàâíÿëèñü 1, 3, 2, 2).

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 1. Åñëè ê ëåñòíèöåîáðàçíîé ìàòðèöå ñ r ≥ 0 íåíóëåâûìè ñòðîêàìè
ïðèïèñàòü ñïðàâà ñòîëáåö, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî, êðîìå (r + 1)-ãî, ðàâíû 0, à
(r + 1)-é ýëåìåíò ðàâåí 1, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàòðèöà òîæå áóäåò ëåñòíèöå-
îáðàçíîé.

Òåîðåìà 1. Âñÿêóþ ìàòðèöó íàä ïîëåì ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòðîêàìè ïðèâåñòè ê ëåñòíèöåîáðàçíîé ìàòðèöå.



Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû B îáîçíà÷èì ÷åðåç ÷åðåç B[i] ìàòðèöó,
ñîñòàâëåííóþ èç ïåðâûõ i ñòîëáöîâ ìàòðèöû B. Èíäóêöèåé ïî i äîêàæåì ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå:
(∗) Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü A ∈ km×n. Äëÿ âñÿêîãî j ≤ n ìàòðèöó A ìîæíî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòðîêàìè ïåðåâåñòè â
òàêóþ ìàòðèöó B, ÷òî B[j] � ëåñòíèöåîáðàçíàÿ ìàòðèöà.

Ïðè j = n ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû; äëÿ j = 0 óòâåðæäåíèå áåññî-
äåðæàòåëüíî. Ïóñòü 1 < j ≤ n, è ìàòðèöà A ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòðîêàìè óæå ïðèâåäåíà ê òàêîìó âèäó B, ÷òî B[j−1] � ëåñò-
íèöåîáðàçíàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ÷èñëî ñòóïåíåê (ò.å. ÷èñëî íåíóëåâûõ
ñòðîê) ìàòðèöû B[j]. Åñëè Bij = 0 äëÿ âñåõ i > s, òî ìàòðèöà B[j] óæå ÿâëÿåòñÿ
ëåñòíèöåîáðàçíîé, è íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äåëàòü íå íàäî.
Åñëè æå íàéäåòñÿ òàêîå i > s, ÷òî ýëåìåíò α = Bij îòëè÷åí îò 0, òî äåëàåì íàä
ñòðîêàìè ìàòðèöû B ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

B
(1)−−→ C

(2)−−→ D
(3)−−→ F,

îïèñàíèÿ êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ äàäèì.
(1) Óìíîæàåì âñå ýëåìåíòû i-é ñòðîêè íà α−1; òîãäà Cij = 1, à âñå îñòàëüíûå

ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû C � òàêèå æå, êàê ó ìàòðèöû B.
(2) (Íà ñàìîì äåëå ýòî íå îäíî, à m− 1 ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå). Äëÿ

êàæäîãî l 6= i, 1 ≤ l ≤ m, ïðèáàâëÿåì êî âñåì ýëåìåíòàì l-é ñòðîêè ìàòðè-
öû C ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû i-é ñòðîêè, óìíîæåííûå íà−Clj = −Blj ;
â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå D âñå ýëåìåíòû Dlj j-ãî ñòîëáöà, êðîìå ýëåìåí-
òà Dij = 1, ðàâíû 0.

(3) Ïåðåñòàâëÿåì i-þ è (s + 1)-þ ñòðîêè; â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå F âñå ýëå-
ìåíòû j-ãî ñòîëáöà ðàâíû 0, êðîìå ýëåìåíòà Fs+1 j , êîòîðûé ðàâåí 1.

Î÷åâèäíî, âñå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå çàòðàãèâàþò ïåðâûå j − 1 ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû; ïîýòîìó F [j−1] = B[j−1] � ëåñòíèöåîáðàçíàÿ ìàòðèöà ñ s íåíóëåâûìè ñòðî-
êàìè. Ïî ëåììå 1, ìàòðèöà F [j], ïîëó÷àþùàÿñÿ èç F [j−1] ïðèïèñûâàíèåì ñïðàâà
ñòîëáöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî, êðîìå (s + 1)-ãî, ðàâíû 0, à (s + 1)-é ýëåìåíò
ðàâåí 1, òîæå ÿâëÿåòñÿ ëåñòíèöåîáðàçíîé. Óòâåðæäåíèå (∗) äîêàçàíî; âìåñòå ñ
íèì äîêàçàíà è òåîðåìà 1.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íå òîëüêî ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ïðè-
âåäåíèÿ ìàòðèöû ê ëåñòíèöåîáðàçíîìó âèäó, íî è óêàçûâàåò àëãîðèôì, ïðè ïî-
ìîùè êîòîðîãî ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Ýòîò àëãîðèôì ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåé-
øèõ àëãîðèôìîâ ëèíåéíîé àëãåáðû è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷.
Â ÷àñòíîñòè, íà ýòîì àëãîðèôìå îñíîâàíû ïî÷òè âñå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Òåîðåìà 2. Âñÿêóþ ìàòðèöó íàä ïîëåì ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ïðèâåñòè ê âèäó(

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)
,

ãäå Er � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r ≥ 0, à 0r×t, 0s×r, 0s×t � íóëåâûå ìàò-
ðèöû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 ëþáóþ ìàòðèöó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè íàä ñòðîêàìè ìîæíî ïðåâðàòèòü â ëåñòíèöåîáðàçíóþ ìàòðèöó B. Ïóñòü r
� ÷èñëî ñòóïåíåê ýòîé ìàòðèöû, è ïóñòü B1j1 = . . . = Brjr = 1 � íà÷àëà ýòèõ
ñòóïåíåê, òàê ÷òî 1 ≤ j1 < . . . < jr, Bij = 0 ïðè i > r è Bsjs = 1 � åäèíñòâåííûé
íåíóëåâîé ýëåìåíò â js-ì ñòîëáöå 1 ≤ s ≤ r. Òåïåðü ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè íàä ñòîëáöàìè ìàòðèöû "óáüåì" âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâûõ r ñòðîê;



òî÷íåå, äëÿ êàæäîãî s ≤ r è äëÿ êàæäîãî j > js ïðèáàâèì êî âñåì ýëåìåíòàì
j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû js-ãî ñòîëáöà, óìíîæåííûå
íà −Bsj . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà C, â êîòîðîé C1j1 = . . . = Crjr

= 1,
à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Îñòàåòñÿ ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû ìàòðèöû C,
÷òîáû ïîëó÷èòü ìàòðèöó, óêàçàííóþ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû ðàâíîñèëüíî
óìíîæåíèþ ñëåâà íà ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó, à ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä
ñòîëáöàìè � óìíîæåíèþ íà ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó ñïðàâà, ìû ìîæåì ïåðåôîð-
ìóëèðîâàòü òåîðåìó 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü k � ïîëå, è ïóñòü A∈ km×n. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêîå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî r è òàêèå ìàòðèöû X ∈ km, Y ∈ kn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö, ÷òî

XAY =
(

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)
,

ãäå ÷åðåç s è t îáîçíà÷åíû ðàçíîñòè m− r, n− r.

4. Îáðàòèìûå ìàòðèöû
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû, êàê è â ïðåäûäóùåì, ðàññìàòðèâàåì
òîëüêî ìàòðèöû ñ êîìïîíåíòàìè èç íåêîòîðîãî ïîëÿ k. Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ
îáðàòíîé ê ìàòðèöå A ∈ km×n, åñëè AB è BA � åäèíè÷íûå ìàòðèöû. Ïîñêîëüêó
÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû AB ðàâíî m, à ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû BA ðàâíî n, ýòè
åäèíè÷íûå ìàòðèöû äîëæíû èìåòü ñîîòâåòñòâåííî ïîðÿäêè m è n: AB = Em,
BA = En.
Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè äëÿ ìàòðèöû A ∈ km×n ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðè-
öà, òî òîëüêî îäíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B, B1 � îáðàòíûå ê A ìàòðèöû, òî AB = AB1 = Em,
BA = B1A = En, è ïîòîìó B1 = B1Em = B1(AB) = (B1A)B = EnB = B.

Ìàòðèöà A, ó êîòîðîé åñòü îáðàòíàÿ, íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, à åäèíñòâåííàÿ
îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ A−1.
Ïðåäëîæåíèå 2. (1) Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà En îáðàòèìà, è E−1

n = En;
(2) åñëè A, B � îáðàòèìûå ìàòðèöû, è ïðîèçâåäåíèå AB îïðåäåëåíî, òî AB

� îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì (AB)−1 = B−1A−1;
(3) åñëè A � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, òî A−1 � òîæå îáðàòèìàÿ ìàòðèöà,

ïðè÷åì (A−1)−1 = A;
(4) åñëè A � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, òî AT � òîæå îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, ïðè-

÷åì (AT)−1 = (A−1)T.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (1) î÷åâèäíî. Åñëè A, B � îáðàòèìûå ìàòðèöû,
ïðè÷åì ïðîèçâåäåíèå AB îïðåäåëåíî, òî

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1EB = B−1B = E,

ò.å. B−1A−1 � îáðàòíàÿ ê AB ìàòðèöà. Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî ðàâåíñòâà
AA−1 = E, A−1A = E ïîêàçûâàþò íå òîëüêî òî, ÷òî A−1 � îáðàòíàÿ ê A ìàòðèöà,
íî è ÷òî A � îáðàòíàÿ ê A−1 ìàòðèöà. Íàêîíåö, òðàíñïîíèðóÿ ðàâåíñòâà AA−1 =
E, A−1A = E è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî, î÷åâèäíî, ET = E, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

(A−1)TAT = ET = E, AT(A−1)T = ET = E,

êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ó ìàòðèöû AT åñòü îáðàòíàÿ ìàòðèöà (A−1)T.



Ïðåäëîæåíèå 3. Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû îáðàòèìû, ïðè÷åì îáðàòíûå ê íèì
ìàòðèöû òîæå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû



1
. . .

α−1

. . .
1

. . .
1




,




1
. . .

1 . . . −λ
. . . ...

1
. . .

1




ÿâëÿþòñÿ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îáðàòíûìè ê ýëåìåíòàðíûì ìàòðèöàì ïåðâîãî è
âòîðîãî òèïîâ




1
. . .

α
. . .

1
. . .

1




,




1
. . .

1 . . . λ
. . . ...

1
. . .

1




(çäåñü α, λ ∈ k, α 6= 0). Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî òèïà, î÷åâèäíî, ñàìà
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ñåáå ìàòðèöåé.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü

A =
(

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)
,

ãäå Er � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r ≥ 0, à 0r×t, 0s×r, 0s×t � íóëåâûå ìàò-
ðèöû. Ìàòðèöà A îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s = t = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû B ïîñëåäíèå s ñòðîê ïðîèçâåäåíèÿ

AB =
(

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)
B

ñîñòîÿò ëèøü èç íóëåé; ïîýòîìó ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü åäèíè÷íîé ìàòðè-
öåé òîëüêî åñëè s = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè s 6= 0, òî ìàòðèöà A íå îáðàòèìà.
Òî÷íî òàê æå, A íå îáðàòèìà, åñëè t 6= 0. Åñëè æå s = t = 0, òî ìàòðèöà A
ïðåâðàùàåòñÿ â åäèíè÷íóþ ìàòðèöó Er, êîòîðàÿ, êîíå÷íî, îáðàòèìà.

Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû. . Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû óâèäèì, ÷òî
îáðàòèìîñòü ìàòðèöû ðàâíîñèëüíà ìíîãèì ðàçíîîáðàçíûì óñëîâèÿì, ôîðìóëè-
ðóåìûì â ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûõ òåðìèíàõ. Ñåé÷àñ ìû óêàæåì îäíî èç òàêèõ
óñëîâèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k � ïîëå. Ìàòðèöà A ∈ km×n îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà m = n è ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû îáðàòèìû, à ïîòîìó èõ ïðîèçâåäå-
íèå � òîæå îáðàòèìàÿ ìàòðèöà. Îáðàòíî, ïóñòü ìàòðèöà A îáðàòèìà. Ïî òåîðåìå



3.3 ñóùåñòâóþò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî r è òàêèå ìàòðèöû X ∈ km, Y ∈ kn,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö, ÷òî

XAY =
(

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)
,

ãäå ÷åðåç s è t îáîçíà÷åíû ðàçíîñòè m− r, n− r. Ìàòðèöû X, Y ÿâëÿþòñÿ ïðî-
èçâåäåíèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö è ïîòîìó îáðàòèìû; ñëåäîâàòåëüíî, è ïðîèç-
âåäåíèå òðåõ îáðàòèìûõ ìàòðèö(

Er 0r×t

0s×r 0s×t

)
= XAY

� òîæå îáðàòèìàÿ ìàòðèöà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà
s = t = 0 è ïîòîìó m = r = n. Òåïåðü, âñïîìèíàÿ, ÷òî ìàòðèöû X è Y îáðàòèìû,
ïîëó÷àåì:

A = EmAEn = (X−1X)A(Y Y −1) = X−1(XAY )Y −1 = X−1EnY −1 = X−1Y −1.

Êàæäàÿ èç ìàòðèö X, Y ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö; ïîýòîìó
îáðàòíûå ê íèì ìàòðèöû X−1, Y −1 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè (â îáðàòíîì ïî-
ðÿäêå) ìàòðèö, îáðàòíûõ ê ýëåìåíòàðíûì. Íî, êàê ìû çíàåì, ìàòðèöà, îáðàòíàÿ
ê ýëåìåíòàðíîé. ñàìà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, è ïîòîìó ìàòðèöû X−1, Y −1, à
âìåñòå ñ íèìè è èõ ïðîèçâåäåíèå A = X−1Y −1, ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèÿ
ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû. Èçëîæåííûå âûøå èäåè ïîçâîëÿþò äàòü àë-
ãîðèôì, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíèòü, îáðàòèìà ëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, è åñëè îíà
îáðàòèìà, íàéòè îáðàòíóþ.

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä íåêîòîðûì ïîëåì. Ïðèïèøåì ê
íåé ñïðàâà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n è ïîëó÷èâøóþñÿ ìàòðèöó

B =
(
A |E)

ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòðîêàìè ïðèâåäåì ê ëåñòíèöåîáðàçíîé
ìàòðèöå D, êîòîðóþ òîæå ðàçîáüåì íà äâà êâàäðàòíûõ áëîêà:

D =
(
U |V )

.

Êàæäîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû B ñâîäèòñÿ ê óìíî-
æåíèþ ñëåâà íà ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó, à âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ ìàòðèöó B â ìàòðèöó D � ê óìíîæåíèþ íà ïðî-
èçâåäåíèå X ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì,

(
U |V )

= D = XB = X
(
A |E)

=
(
XA |XE

)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî U = XA, V = XE = X. Íî ïðîèçâåäåíèå X ýëåìåíòàðíûõ
ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé ìàòðèöåé; èç ðàâåíñòâà U = XA ìû òåïåðü ïîëó÷à-
åì, ÷òî

A = (X−1X)A = X−1(XA) = X−1U = V −1U.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
(1) U = E. Òîãäà ìàòðèöà A îáðàòèìà, è A−1 = V . Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå A = V −1U = V −1E = V −1; ïî ïðåäëîæåíèþ 2 ìàòðèöà A, îáðàòíàÿ ê
îáðàòèìîé ìàòðèöå V , ñàìà îáðàòèìà, è A−1 = (V −1)−1 = V .

(2) U 6= E. Òîãäà ìàòðèöà A íåîáðàòèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà U , ïîëó÷à-
þùàÿñÿ èç ëåñòíèöåîáðàçíîé ìàòðèöû D âûáðàñûâàíèåì íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ
ñòîëáöîâ, ñàìà ëåñòíèöåîáðàçíàÿ; íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî åäèíñòâåííîé êâàäðàòíîé
ëåñòíèöåîáðàçíîé ìàòðèöåé, ó êîòîðîé âñå ñòðîêè íåíóëåâûå, ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷-
íàÿ ìàòðèöà. Ïîñêîëüêó U 6= E, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó ìàòðèöû U åñòü íóëåâûå
ñòðîêè, è ïîýòîìó áóäóò íóëåâûå ñòðîêè è ó ëþáîãî ïðîèçâåäåíèÿ UY , ò.å. ýòî
ïðîèçâåäåíèå íèêîãäà íå ñìîæåò ñòàòü åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Ïîýòîìó ìàòðèöà



U = XA íåîáðàòèìà, à çíà÷èò, íåîáðàòèìà è ìàòðèöà A: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïðîèçâåäåíèå XA äâóõ îáðàòèìûõ ìàòðèö áûëî áû îáðàòèìîé ìàòðèöåé.

5. Òåëî êâàòåðíèîíîâ
Ïîñòðîåíèå òåëà êâàòåðíèîíîâ. Äî ñèõ ïîð ìû âñòðå÷àëèñü â íàøåì êóðñå ñ
ìíîãèìè ïîëÿìè. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå � ýòî êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëü-
öî ñ 1, â êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì. Îäíàêî, âñòðå÷àþòñÿ è
äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ïîëåé òîëüêî òåì, ÷òî
óìíîæåíèå â íèõ íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíî; îíè íàçûâàþòñÿ òåëàìè. Òàêèì
îáðàçîì, ìíîæåñòâî T , íà êîòîðîì çàäàíû ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, íàçûâàåòñÿ
òåëîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) a+(b+ c) = (a+ b)+ c äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ T (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(2) a + b = b + a äëÿ ëþáûõ a, b ∈ T (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ T , ÷òî 0 + a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ T ;
(4) äëÿ ëþáîãî a ∈ T ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −a ∈ T , ÷òî a + (−a) = 0;
(5) a(bc) = (ab)c äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ T (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
(6) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 1 ∈ T , ÷òî 1 · a = a · 1 = a äëÿ ëþáîãî a ∈ T ;
(7) a(b+ c) = ab+ac, (a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ac äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ T

(äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);
(8) äëÿ âñÿêîãî a ∈ T , a 6= 0, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a−1 ∈ T , òàêîé ÷òî aa−1 =

a−1a = 1.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â àêñèîìå 7 ó÷àñòâóþò äâà ñîîòíîøåíèÿ � ëåâàÿ äèñòðèáó-

òèâíîñòü è ïðàâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü, à â àêñèîìå 8 ìû òðåáóåì, ÷òîáû åäèíèöå 1
ðàâíÿëèñü îáà ïðîèçâåäåíèÿ aa−1 è a−1a, à íå îäíî èç íèõ; êîíå÷íî, ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî óìíîæåíèå íå îáÿçàíî áûòü êîììóòàòèâíûì. Âñÿêîå êîììóòàòèâíîå
òåëî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ìû ñåé÷àñ ïîñòðîèì ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîãî òåëà, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîé öåëè
ìàòðèöû. Â êîëüöå ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C
ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî H, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìàòðèö âèäà(

α β

−β α

)
, ãäå α, β ∈ C.

Ïðåäëîæåíèå 1. Îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íûõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîæå-
ñòâî H ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîììóòàòèâíîå òåëî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ
ìàòðèö èç T ñíîâà ïðèíàäëåæàò T . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

X =
(

α β

−β α

)
, Y =

(
γ δ

−δ γ

)
(α, β, γ, δ,∈ C);

òîãäà
X ± Y =

(
α β

−β α

)
±

(
γ δ

−δ γ

)
=

(
α± γ β ± δ

−β ∓ δ α± γ

)
,

XY =
(

α β

−β α

)(
γ δ

−δ γ

)
=

(
αγ − βδ αδ + βγ

−βγ − αδ −βδ + αγ

)
,

è ìû âèäèì, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò T .
Åäèíè÷íàÿ è íóëåâàÿ ìàòðèöû, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæàò T , è àêñèîìû (1)-(7)

âûïîëíÿþòñÿ â T , ïîòîìó ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ âî âñåì êîëüöå ìàòðèö C2. Îñòà-
ëîñü äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ìàòðèöà èç T îáðàòèìà, è îáðàòíàÿ ê íåé
ìàòðèöà òîæå ïðèíàäëåæèò T . Ïóñòü X =

(
α β

−β α

)
� íåíóëåâàÿ ìàòðèöà;

òîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë α, β îòëè÷íî îò 0, è ïîòîìó âåùåñòâåííîå ÷èñëî
R = αα + ββ = |α|2 + |β|2 òîæå íå ðàâíî 0. Ìû ÿâíî óêàæåì îáðàòíóþ ìàòðèöó:



(
α/R −β/R

β/R α/R

)(
α β

−β α

)
=

(
(αα + ββ)/R 0

0 (ββ + αα)/R

)
=

(
1 0
0 1

)
,

òàê ÷òî ìàòðèöà
(

α/R −β/R

β/R α/R

)
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå X, è ÿñíî, ÷òî

îíà ïðèíàäëåæèò T .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ñòðóêòóðó ýòîãî òåëà T , ïðåäñòàâèì åãî ýëå-
ìåíòû â íåìíîãî äðóãîì âèäå. Ïóñòü X =

(
α β

−β α

)
� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

èç T , è ïóñòü α = a + bi, β = c + di, ãäå a, b, c, d � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà

X =
(

a + bi c + di
−c + di a− bi

)
=a

(
1 0
0 1

)
+b

(
i 0
0 −i

)
+c

(
0 1
−1 0

)
+d

(
0 i
i 0

)
.

Ìàòðèöà, êîýôôèöèåíòîì ïðè êîòîðîé ñëóæèò a, ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé
E; îáîçíà÷èì ÷åðåç I, J , K ìàòðèöû, êîòîðûå âõîäÿò â ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå
ñ êîýôôèöèåíòàìè b, c, d. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò èç T ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå aE+bI +cJ +dK, ãäå a, b, c, d � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì òàêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå, î÷åâèäíî, åäèíñòâåííî. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì íàõîäèì, ÷òî

I2 = J2 = K2 = −E, IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J.

Â ÷àñòíîñòè, IJ = −JI 6= JI, òàê ÷òî T � íåêîììóòàòèâíîå òåëî. Çàìåòèì åùå,
÷òî âñå ñêàëÿðíûå ìàòðèöû aE (a ∈ R) ïåðåñòàíîâî÷íû ñî âñåìè ìàòðèöàìè èç
T .

Òåëîì êâàòåðíèîíîâ íàçûâàåòñÿ òåëî H, ñîäåðæàùåå ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R è òàêèå ýëåìåíòû i, j, k, ÷òî

(1) âñÿêèé ýëåìåíò èç H îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå a + bi + cj + dk ñ
âåùåñòâåííûìè a, b, c, d;

(2) åñëè a ∈ R, x ∈ H, òî ax = xa;
(3) i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

Èç ýòîãî îïèñàíèÿ åùå íå ñëåäóåò, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå òåëà êâàòåðíèîíîâ
íåïðîòèâîðå÷èâî, è ÷òî òàêîé îáúåêò äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òåëîì. Íî òåëî T ,
ïîñòðîåííîå âûøå, óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì îïðåäåëåíèÿ òåëà êâàòåðíè-
îíîâ: ñêàëÿðíûå ìàòðèöû aE, ãäå a ∈ R, îáðàçóþò ïîäïîëå T , êîòîðîå ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ R, à ìàòðèöû I, J,K óäîâëåòâîðÿþò òåì òîæäåñòâàì, êîòîðûì
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýëåìåíòû i, j, k. Òàêèì îáðàçîì, òåëî êâàòåðíèîíîâ ñóùå-
ñòâóåò è äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

Íàçâàíèå "êâàòåðíèîí" èìååò òîò æå êîðåíü, ÷òî è ñëîâà êâàäðàò, êâàðòåò,
êâàðòà è ìíîãèå äðóãèå; ýòîò ëàòèíñêèé êîðåíü îçíà÷àåò "÷åòûðå", à êâàòåðíè-
îí çàäàåòñÿ ÷åòâåðêîé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îòêóäà è ïðîèñõîäèò åãî íàçâàíèå.
Îáîçíà÷åíèå H íàïîìèíàåò íàì î òîì, ÷òî âïåðâûå êâàòåðíèîíû áûëè îòêðûòû
èðëàíäñêèì ìàòåìàòèêîì Óèëëüÿìîì Ãàìèëüòîíîì (W.Hamilton).

Âåêòîðû è êâàòåðíèîíû. Ïóñòü x = a+bi+cj +dk � êâàòåðíèîí (çäåñü a, b, c, d �
âåùåñòâåííûå ÷èñëà); ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé, èëè ñêàëÿðíîé, ÷àñòüþ
êâàòåðíèîíà x, à ñóììà îñòàëüíûõ òðåõ êîìïîíåíò bi + cj + dk � åãî âåêòîðíîé
÷àñòüþ. Ïðè÷èíû òàêîãî íàçâàíèÿ ÿñíû: âñÿêèé âåêòîð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îðòîâ −→i ,

−→
j ,
−→
k , è êâàòåðíèîí

bi+cj+dk åñòåñòâåííî îòîæäåñòâèòü ñ âåêòîðîì b
−→
i +c

−→
j +

−→
k , ÷òî ìû â äàëüíåé-

øåì è áóäåì äåëàòü. Êâàòåðíèîí ñ íóëåâîé ñêàëÿðíîé ÷àñòüþ ìû áóäåì íàçûâàòü
âåêòîðíûì êâàòåðíèîíîì èëè ïðîñòî âåêòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé êâàòåðíè-
îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a è âåêòîðà â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå v = bi + cj + dk.



Óìíîæåíèå âåêòîðíûõ êâàòåðíèîíîâ î÷åíü êðàñèâî èíòåðïðåòèðóåòñÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêè. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (u, v) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u è
v òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à ÷åðåç u × v � èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïóñòü
u = b1i + c1j + d1k, v = b2i + c2j + d2k � äâà âåêòîðíûõ êâàòåðíèîíà; òîãäà

uv = (b1i+ c1j +d1k)(b2i+ c2j +d2k) = b1b2i
2 + b1c2ij + b1d2ik + c1b2ji+ c1c2j

2+

+ c1d2jk + d1b2ki + d1c2kj + d1d2k
2 = −(b1b2 + c1c2 + d1d2) + (c1d2 − c2d1)i+

+ (−b1d2 + b2d1)j + (b1c2 − b2c1)k = −(u, v) + u× v.

Òàêèì îáðàçîì, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ êâàòåðíèîíîâ ðàâ-
íà èõ ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ, âçÿòîìó ñî çíàêîì −, à âåêòîðíàÿ ÷àñòü � èõ
âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ.

Ñîïðÿæåíèå êâàòåðíèîíîâ. Íîðìà è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êâà-
òåðíèîíà. Ïóñòü x = a + bi + cj + dk ∈ H, ãäå a, b, c, d � âåùåñòâåííûå ÷èñëà;
ñîïðÿæåííûì ê êâàòåðíèîíó x íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîí x = a− bi− cj−dk. Èíà÷å
ãîâîðÿ, åñëè x = a + u, ãäå a � âåùåñòâåííàÿ, à u � âåêòîðíàÿ ÷àñòè êâàòåðíè-
îíà x, òî x = a − u. Ïóñòü y = a1 + u1 � äðóãîé êâàòåðíèîí (çäåñü îïÿòü âñå
êîýôôèöèåíòû a1 è u1 � âåùåñòâåííàÿ è âåêòîðíàÿ ÷àñòè êâàòåðíèîíà y); òîãäà

x+y=(a+a1)+(u+u1)=(a+a1)−(u+u1)=(a−u)+(a1−u1)=x+y,

xy=(a+u)(a1+u1)=aa1+au1+a1u+uu1 =aa1−(u, u1)+au1+a1u+(u×u1)=

=aa1−(u, u1)−au1−a1u−(u×u1)=aa1−(u1, u)−au1−a1u+(u1×u)=

=aa1−au1−a1u+u1u=(a−u)(a1−u1)=yx.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ñîïðÿæåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ñîìíîæèòåëè íå
òîëüêî çàìåíÿþòñÿ íà ñîïðÿæåííûå, íî åùå è ïåðåñòàâëÿþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿä-
êå.

Íîðìîé êâàòåðíèîíà x = a+bi+cj +dk, ãäå a, b, c, d � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íà-
çûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ||x|| = a2 +b2 +c2 +d2. Îáîçíà÷àÿ,
êàê è âûøå, ÷åðåç u âåêòîð bi + cj + dk, íàéäåì. ÷òî

xx = (a + u)(a− u) = a2 − au + au− u2 = a2 − u2 = a2 − (−(u, u) + (u× u)) =

= a2 + (u, u) = a2 + b2 + c2 + d2 = ||x||,
è òî÷íî òàê æå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî xx = ||x||.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü êâàòåðíèîíû â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. x = a + bi + cj + dk, ãäå a, b, c, d �
âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì x 6= 0, ò.å. ||x|| > 0. Ïóñòü r =

√
||x||Êàê è ðàíüøå,

îáîçíà÷èì ÷åðåç u âåêòîð bi+cj+dk. Òîãäà r2| = |x|| = a2+b2+c2+d2 = a2+||u||2,
ãäå ÷åðåç ||u|| îáîçíà÷åíà äëèíà âåêòîðà u; ïîýòîìó

(
a

r

)2

+
( ||u||

r

)2

= 1,

è ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ϕ, ÷òî

cos ϕ =
a

r
, sin ϕ =

||u||
r

.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàøåì îïðåäåëåíèè sin ϕ = ||u||/r ≥ 0. Åñëè sin ϕ > 0, ïî-
ëîæèì v = u/r sin ϕ; òîãäà äëèíà ||v|| âåêòîðà v ðàâíà ||u||/r sin ϕ = 1. Åñëè
æå sin ϕ = 0, òî âûáåðåì â êà÷åñòâå v ëþáîé âåêòîð äëèíû 1. Â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ x = r(cosϕ + v sin ϕ), ãäå v � âåêòîðíûé êâàòåðíèîí äëèíû 1. Àíàëîãèÿ ñ
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ñòàíåò åùå áîëüøåé, êîãäà ìû
çàìåòèì, ÷òî v2 = −(v, v)+v×v = −||v||2 = −1. Ýòî, ìåæäó ïðî÷èì, ïîêàçûâàåò,
÷òî â òåëå êâàòåðíèîíîâ óðàâíåíèå x2 = −1 èìååò íå äâà, êàê áûëî áû â ïîëå, à
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.



Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñóìì ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ. Èñïîëüçóÿ êâàòåð-
íèîíû, ìû ëåãêî ïîëó÷àåì ôîðìóëó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñóìì
÷åòûðåõ êâàäðàòîâ â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ.
Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ êâàòåðíèîíîâ x, y ∈ H íîðìà ||xy|| èõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ íîðì ñîìíîæèòåëåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî ìîæíî â ïðîèçâåäå-
íèè ïåðåñòàâèòü ñ ëþáûì êâàòåðíèîíîì, ïîëó÷èì:

||xy|| = (xy)(xy) = xyyx = x||y||x = xx||y|| = ||x|| · ||y||.
Ïóñòü òåïåðü x = a + bi + cj + dk, y = a1 + b1i + c1j + d1k � äâà êâàòåðíèîíà

(çäåñü a, b, c, d, a1, b1, c1, d1 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà). Ñîñ÷èòàåì èõ ïðîèçâåäåíèå:
xy = (a + bi + cj + dk)(a1 + b1i + c1j + d1k) = (aa1 + bb1 + cc1 + dd1)+

+(ab1 + ba1 + cd1 − dc1)i + (ac1 − bd1 + ca1 + db1)j + (ad1 + bc1 − cb1 + da1)k.

Ïî ëåììå, ïðîèçâåäåíèå íîðì êâàòåðíèîíîâ x, y ðàâíî íîðìå êâàòåðíèîíà xy,
ò.å. âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(a2 + b2 + c2 + d2)(a2
1 + b2

1 + c2
1 + d2

1) = (aa1 + bb1 + cc1 + dd1)2+

+(ab1 + ba1 + cd1 − dc1)2 + (ac1 − bd1 + ca1 + db1)2 + (ad1 + bc1 − cb1 + da1)2.

Ýòî òîæäåñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì Ýéëåðà. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò
ëèøü äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íî íà ñàìîì äåëå åãî ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà
âñå êîììóòàòèâíûå àññîöèàòèâíûå êîëüöà. Çàìåòèì åùå, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷à-
ñòè ýòîãî òîæäåñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåíû îò a, b, c, d, a1, b1, c1, d1; ìû
ïîêàçàëè, ÷òî âñå èõ çíà÷åíèÿ ðàâíû, íî ïî òåîðåìå î ôîðìàëüíîì è ôóíêöèî-
íàëüíîì ðàâåíñòâå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî è ñàìè ìíîãî÷ëåíû ðàâíû.

Òîæäåñòâà, àíàëîãè÷íûå òîæäåñòâó Ýéëåðà, ñóùåñòâóþò åùå òîëüêî äëÿ ñóìì
äâóõ è ñóìì âîñüìè êâàäðàòîâ. Äëÿ ñóìì äâóõ êâàäðàòîâ äîêàçàòåëüñòâî àíàëî-
ãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå ðàññóæäåíèþ; íàäî òîëüêî âìåñòî íîðìû êâàòåðíèîíà
èñïîëüçîâàòü êâàäðàò ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ. Ìû èñ-
ïîëüçóåì êâàòåðíèîíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî òåîðåòèêî-÷èñëîâîãî ðå-
çóëüòàòà.
Òåîðåìà 1. Âñÿêîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: âñÿêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ÷åòû-
ðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íî ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü äîêàçàòåëüñòâîì ëèøü îñëàá-
ëåííîé ôîðìû ýòîãî êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
a/b ∈ Q, ãäå a, b ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, è öåëîå ÷èñëî ab ðàâíî ñóììå
êâàäðàòîâ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α, β, γ, δ, òî

a/b = (α/b)2 + (β/b)2 + (γ/b)2 + (δ/b)2

� ïðåäñòàâëåíèå a/b â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå íåâåðíî; ïóñòü p � íàèìåíüøåå ïîëîæè-

òåëüíîå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë. Ïîêàæåì, ÷òî p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Â ñàìîì äåëå, p 6= 1, 2,
òàê êàê 1 = 12 + 02 + 02 + 02, 2 = 12 + 12 + 02 + 02. Åñëè p � íå ïðîñòîå ÷èñëî,
òî p ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå p = ab íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, êàæäîå èç



êîòîðûõ ñòðîãî ìåíüøå p è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ÷å-
òûðåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; íî òîãäà ïî òîæäåñòâó Ýéëåðà è èõ ïðîèçâåäåíèå p
òîæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.
Ëåììà 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà a, b, c, íå âñå ðàâíûå 0, ÷òî

a2 + b2 + c2 ÷ p, a2 + b2 + c2 < p2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p, òî
ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî a, òàêîå ÷òî 0 < a ≤ p− 1 è a2 ≡ −1 (mod p). Òîãäà

a2 + 12 + 02 = a2 + 1÷ p, a2 + 12 + 02 ≤ (p− 1)2 + 1 = p2 − 2p < p2.

Ïóñòü òåïåðü −1 � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p, è ïóñòü d � íàèìåíüøèé
êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p; òîãäà 2 ≤ d < p, à d− 1 è −d êâàäðàòè÷íûå
âû÷åòû (ïîñëåäíåå ïîòîìó, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà a1, b1,
÷òî a2

1 ≡ d− 1 (mod p), b2
1 ≡ p− d (mod p), 0 < a1, b1 < p. Ïóñòü a � òî èç ÷èñåë

a1, p − a1, êîòîðîå ìåíüøå p/2, è àíàëîãè÷íî b � òî èç ÷èñåë b1, p − b1, êîòîðîå
ìåíüøå p/2. Òîãäà
a2 + b2 + 12 ≡ (d− 1) + (p− d) + 1 ≡ 0 (mod p), a2 + b2 + 12 < 3p2/4 < p2.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïî ëåììå, ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî m,
òàêîå ÷òî 0 < m < p è a2 + b2 + c2 = mp. Ïîñêîëüêó ïî íàøåìó ïðåäïîëîæå-
íèþ p � íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñóììû
êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñóùåñòâóþò òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
α, β, γ, δ, ÷òî m = α2 + β2 + γ2 + δ2. Òîãäà ÷èñëà m, mp, 1/m2 ÿâëÿþòñÿ íîðìàìè
êâàòåðíèîíîâ α + βi + γj + δk, a + bi + cj, 1/m, ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå p ðàâíî
íîðìå êâàòåðíèîíà

(α + βi + γj + δk)(a + bi + cj)/m,

âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî, î÷åâèäíî, ðàöèîíàëüíû. Èòàê, â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåä-
ïîëîæåíèåì ÷èñëî p îêàçàëîñü ðàâíûì ñóììå êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ ðàöèîíàëüíûõ
êîìïîíåíò íåêîòîðîãî êâàòåðíèîíà.


