
Ãëàâà V. Îïðåäåëèòåëè

1. Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ
Çàäà÷è, äëÿ çàïèñè ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïîëåçíû îïðåäåëèòåëè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ
êîëüöî Z[x11, . . . , xnn] öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ n2 ïåðåìåííûõ xij (1 ≤ i, j ≤
n). Åñòü âñå îñíîâàíèÿ ïîâåðèòü â òî, ÷òî ìàòðèöà

X =




x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

...
... . . . ...

xn1 xn2 . . . xnn


 ,

ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ìàòðèöà íàä ïîëåì îòíîøåíèé K êîëüöà Λ, íåâûðîæäåíà,
è ïîýòîìó ó íåå åñòü îáðàòíàÿ ìàòðèöà X−1, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé ïðèíàä-
ëåæàò ïîëþ K. Íî ýëåìåíòû ïîëÿ K � ýòî îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà
Λ. Äîñòàòî÷íî ÿñíî, ÷òî íå ìîæåò áûòü, ÷òîáû âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû (X−1

ïðèíàäëåæàëè êîëüöó Λ; îäíàêî, íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí D(x11, . . . , xnn), ÷òî
âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû Y = D(x11, . . . , xnn)X−1 óæå ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííû-
ìè ìíîãî÷ëåíàìè. Òàêèì îáðàçîì, öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí D(x11, . . . , xnn) è
ìàòðèöà Y îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Y ∈ Λn, D(x11, . . . , xnn) ∈ Λ, XY = D(x11, . . . , xnn)En

Êîíå÷íî, ìíîãî÷ëåí, îáëàäàþùèé ýòèìè ñâîéñòâàìè, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì:
âìåñòî íåãî ìîæíî âçÿòü ëþáîé äåëÿùèéñÿ íà íåãî ìíîãî÷ëåí. Îäíàêî, ìîæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû åãî ïîëíàÿ ñòåïåíü áûëà ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîé, è ÷òîáû îí ïðèíèìàë çíà÷åíèå 1, åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåí-
òû xii ìàòðèöû X ðàâíû 1, à âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû xij , i 6= j, ðàâíû
0, ìíîãî÷ëåí D(x11, . . . , xnn) óæå îêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì; îí è
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû X.

Âîçìîæíî ïîñòðîèòü òåîðèþ îïðåäåëèòåëåé, èñõîäÿ èç òîëüêî ÷òî äàííîãî
îïðåäåëåíèÿ; ìû ïîñòóïèì èíà÷å. Ñíà÷àëà âûÿñíèì, êàê âûãëÿäèò îïðåäåëèòåëü
ïðè n = 2, 3; íà îñíîâàíèè ýòîãî ýêñïåðèìåíòà âûñêàæåì ãèïîòåçó, êàê äîëæåí
âûãëÿäåòü îïðåäåëèòåëü ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, à çàòåì äîêàæåì, ÷òî óãàäàí-
íûé ìíîãî÷ëåí äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì âñåõ êîìïîíåíò ìàòðèöû
X−1.

Îïðåäåëèòåëè 2-ãî è 3-ãî ïîðÿäêîâ. Ïîëüçóÿñü ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé
ìàòðèöû, êîòîðûé áûë îïèñàí â ãëàâå 3, íàéäåì ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê X, äëÿ
n = 2 (äëÿ êðàòêîñòè íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå xij îáîçíà÷åíû ÷åðåç x, y, z, t:

(
x y 1 0
z t 0 1

)
→

(
1 y/x 1/x 0
z t 0 1

)
→

(
1 y/x 1/x 0
0 t− zy/x −z/x 1

)
→

→
(

1 y/x 1/x 0
0 1 −z/(xt− yz) x/(xt− yz)

)
→

(
1 0 t/(xt− yz) −y/(xt− yz)
0 1 −z/(xt− yz) x/(xt− yz)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå X, ðàâíà
1

xt− yz

(
t −y
−z x

)
.

Èñõîäÿ èç íàøèõ ñîîáðàæåíèé, çà îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò ïðèíÿòü
ìíîãî÷ëåí ∣∣∣∣

x y
z t

∣∣∣∣ = xt− yz.
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Àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå ìîæíî ïðîèçâåñòè äëÿ ìàòðèöû îáùåãî âèäà ïîðÿä-
êà 3. Íå ïðèâîäÿ âûêëàäîê, óêàæåì ëèøü ðåçóëüòàò, êîòîðûé ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ
ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì:


x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33







x22x33 − x23x32 −x12x33 + x13x32 x12x23 − x13x22

−x21x33 + x23x31 x11x33 − x13x31 −x11x23 + x13x21

x21x32 − x22x31 −x11x32 + x12x31 x11x22 − x12x21


 =

= (x11x22x33 + x12x23x31 + x13x21x32 − x11x23x32 − x12x21x33 − x13x22x31)E3.

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ïîëîæèòü
∣∣∣∣∣∣

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

∣∣∣∣∣∣
= x11x22x33 + x12x23x31 + x13x21x32−

− x11x23x32 − x12x21x33 − x13x22x31.

Îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ. Ïóñòü, êàê è âûøå,

X =




x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

...
... . . . ...

xn1 xn2 . . . xnn




� ìàòðèöà íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ Λ = Z[x11, . . . , xnn] îò n2 ïåðåìåííûõ xij

(1 ≤ i, j ≤ n). Åå îïðåäåëèòåëåì íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

detX =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

...
... . . . ...

xn1 xn2 . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑

σ∈Sn

sgn(σ)x1,σ(1)x2,σ(2) . . . xn,σ(n).

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ó êàæäîãî ñëàãàåìîãî îïðåäåëèòåëÿ çàôèêñèðîâàí ïîðÿ-
äîê ñîìíîæèòåëåé; ýòî íå âñåãäà óäîáíî, è ïîýòîìó äàäèì åùå îäíó çàïèñü âû-
ðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëÿ:

detX =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

xi,σ(i).

Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé. Âî âñåõ ñâîéñòâàõ ìû ïîäñòàâëÿåì â îïðåäå-
ëèòåëü âìåñòî íåèçâåñòíûõ xij êàêèå-òî çíà÷åíèÿ èç êîëüöà Λ èëè èç êàêîãî-òî
åùå áîëåå øèðîêîãî êîëüöà; ýòè âûðàæåíèÿ íàäî ïîíèìàòü êàê çíà÷åíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà det ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ.

1. Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ. Îáîçíà÷èì

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

...
... . . . ...

xn1 xn2 . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 x21 . . . xn1

x12 x22 . . . xn2

...
... . . . ...

x1n x2n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ∆′ = ∆. Ïî îïðåäåëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ,

∆′ =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

xσ(i),i.

Çàìåòèì, ÷òî σ−1 ïðîáåãàåò ãðóïïó Sn, êîãäà σ ïðîáåãàåò ýòó ãðóïïó è ÷òî
sgn(σ) = sgn(σ−1), ïîýòîìó

∆′ =
∑

σ∈Sn

sgn(σ−1)
n∏

i=1

xσ−1(i),i =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

xσ−1(i),i.



Äëÿ êàæäîãî σ ∈ Sn ÷èñëà σ−1(1), . . . , σ−1(n) ñîñòàâëÿþò ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë
1, . . . , n, è ïîòîìó

n∏

i=1

xσ−1(i),i =
n∏

i=1

xσ−1(i),σ(σ−1(i)) =
n∏

i=1

xi,σ(i);

ñëåäîâàòåëüíî,

∆′ =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

xσ−1(i),i =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

xi,σ(i) = ∆.

Ïî ñâîéñòâó 1, äëÿ êàæäîãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ, êîòîðîå ôîðìóëèðóþòñÿ
â òåðìèíàõ ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ, åñòü àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî, ôîðìóëèðóåìîå â
òåðìèíàõ ñòðîê îïðåäåëèòåëÿ. Ïîýòîìó èç äâóõ àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ äîñòàòî÷-
íî ôîðìóëèðîâàòü è äîêàçûâàòü ëèøü îäíî; ââèäó áîëåå ïðîñòîé çàïèñè, ìû â
ñëåäóþùèõ ñâîéñòâàõ âûáðàëè èõ ñòîëáöîâûå âàðèàíòû.

2. Îïðåäåëèòåëü ñ ðàâíûìè ñòîëáöàìè ðàâåí 0. Ïóñòü ∆ � îïðåäåëèòåëü,
ïîëó÷åííûé èç det X çàìåíîé ýëåìåíòîâ l-ãî ñòîëáöà xil íà ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà
xij . Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ ∈ Sn òðàíñïîçèöèþ (jl), ïåðåñòàâëÿþùóþ ýëåìåíòû j è
l. Ïóñòü An ⊂ Sn � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïîäñòàíîâîê σ ∈ Sn, ÷òî sgn(σ) = 1;
òîãäà sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ) = −1. Îáðàòíî, åñëè σ1 ∈ Sn, sgn(σ1) = −1, òî,
ïîëàãàÿ σ = σ1τ , íàéäåì, ÷òî sgn(σ) = sgn(σ1τ) = sgn(σ1) sgn(τ) = 1, ò.å. σ ∈ An,
è σ1 = σ1τ

2 = στ . Òàêèì îáðàçîì, Sn = An ∪ Anτ , ãäå ÷åðåç Anτ îáîçíà÷åíî
ìíîæåñòâî {στ |σ ∈ An}.

Ñîñ÷èòàåì òåïåðü îïðåäåëèòåëü ∆:

∆ =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)xσ(1),1...xσ(j),j ...xσ(l),l...xσ(n),n =

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)xσ(1),1...xσ(j),j ...xσ(l),j ...xσ(n),n =

=
∑

σ∈An

(
sgn(σ)xσ(1),1...xσ(j),j ...xσ(l),j ...xσ(n),n+

+sgn(στ)xστ(1),1...xστ(j),j ...xστ(l),j ...xστ(n),n

)
=

=
∑

σ∈An

(
xσ(1),1...xσ(j),j ...xσ(l),j ...xσ(n),n − xσ(1),1...xσ(l),j ...xσ(j),j ...xστ(n),n

)
= 0

(ïðè ïîñëåäíåì ïðåîáðàçîâàíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî τ(j) = l, τ(l) = j,
τ(i) = i ïðè i 6= l, j).

3. Îïðåäåëèòåëü ëèíååí ïî êàæäîìó ñòîëáöó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 ... tx1j + y1j ... x1n

x21 ... tx2j + y2j ... x2n

...
...

...
...

...
xn1 ... txnj + ynj ... xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 ... x1j ... x1n

x21 ... x2j ... x2n

...
...

...
...

...
xn1 ... xnj ... xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 ... y1j ... x1n

x21 ... y2j ... x2n

...
...

...
...

...
xn1 ... ynj ... xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣



(âûðàæåíèÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåíû îò
x11, . . . , xnn, y1j , . . . , ynj , t). Äåéñòâèòåëüíî,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 ... tx1j + y1j ... x1n

x21 ... tx2j + y2j ... x2n

...
...

...
...

...
xn1 ... txnj + ynj ... xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑

σ∈Sn

sgn(σ)xσ(1),1...(txσ(j),j + yσ(j),j)...xσ(n),n =

= t
∑

σ∈Sn

sgn(σ)xσ(1),1...xσ(j),j ...xσ(n),n +
∑

σ∈Sn

sgn(σ)xσ(1),1...yσ(j),j ...xσ(n),n =

= t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 ... x1i ... x1n

x21 ... x2i ... x2n

...
...

...
...

...
xn1 ... xni ... xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 ... y1i ... x1n

x21 ... y2i ... x2n

...
...

...
...

...
xn1 ... yni ... xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4. Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòîëáöîâ äðóã ñ äðóãîì îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ
íà −1. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ñòîëáöû (x1j , . . . , xnj)T ìàòðèöû X ÷åðåç xj .
Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ñòîëáöàìè ðàâåí 0, à
òàêæå ëèíåéíîñòüþ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòîëáöàì, ïîëó÷àåì:

det
(
x1, ..., xj , ..., xl, ..., xn

)
+ det

(
x1, ..., xj , ..., xl, ..., xn

)
=

= det
(
x1, ..., xj , ..., xj , ..., xn

)
+ det

(
x1, ..., xj , ..., xl, ..., xn

)
+

+det
(
x1, ..., xl, ..., xj , ..., xn

)
+ det

(
x1, ..., xl, ..., xl, ..., xn

)
=

= det
(
x1, ..., xj , ..., xj + xl, ..., xn

)
+ det

(
x1, ..., xl, ..., xj + xl, ..., xn

)
=

= det
(
x1, ..., xj + xl, ..., xj + xl, ..., xn

)
= 0.

5. Ïðè ïðèáàâëåíèè ê îäíîìó ñòîëáöó êðàòíîãî äðóãîãî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëü
íå ìåíÿåòñÿ:

det
(
x1, ..., xj + txl, ..., xl, ..., xn

)
= det

(
x1, ..., xj , ..., xl, ..., xn

)
+

+t det
(
x1, ..., xl, ..., xl, ..., xn

)
= det

(
x1, ..., xj , ..., xl, ..., xn

)
+ t · 0 =

= det
(
x1, ..., xl, ..., xl, ..., xni	

g).

Ìàòðèöó áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëüíîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ íè-
æå äèàãîíàëè (èëè âñå ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ âûøå äèàãîíàëè) ðàâíû 0.

6. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ åå äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn òàêîâà, ÷òî σ(i) ≥ i äëÿ âñåõ
i, òî σ � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè σ(i) < i õîòÿ áû äëÿ
îäíîãî i, òî

n∑

i=1

i =
n∑

i=1

σ(i) <

n∑

i=1

i,

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó åñëè â ìàòðèöå X âñå ýëåìåíòû xij ñ j < i ðàâíû íóëþ,
òî â ñóììå ∑

σ∈Sn

sgn(σ)x1,σ(1)x2,σ(2) . . . xn,σ(n),

âûðàæàþùåé çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ detX, íåíóëåâûìè áóäóò òîëüêî òå ñëàãà-
åìûå, ó êîòîðûõ i ≤ σ(i) äëÿ âñåõ i, ò.å. òîëüêî ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå òîæäå-
ñòâåííîé ïîäñòàíîâêå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çíàê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè ðàâåí +1,
ìû ïîëó÷èì, ÷òî det X = x11x22 . . . xnn.

Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
(

Er 0
0 0

)
,



â êîòîðîé îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì 0 îáîçíà÷åíû íóëåâûå ìàòðèöû èç Kr×(n−r),
K(n−r)×r è K(n−r)×(n−r), ðàâåí 1 ïðè r = n è 0 ïðè r < n.
Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé. Äîêàçàííûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ äàþò ñïîñîá âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ëþáîé ìàòðèöû

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 ,

âñå êîìïîíåíòû aij êîòîðîé ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ïîëþ k. Ýëåìåíòàðíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòðî÷êàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê òðåóãîëü-
íîé ìàòðèöå, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé èçâåñòåí ïî ñâîéñòâó 6. Íî êàæäîå ýëåìåí-
òàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íå ìåíÿåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ëèáî óìíîæàåò
åãî íà −1 èëè íà ýëåìåíò α 6= 0 èç ïîëÿ k (ñîîòâåòñòâåííî ñâîéñòâà 5, 4, 3), ïî-
ýòîìó, çíàÿ, ÷åìó ðàâåí îïðåäåëèòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ òðåóãîëüíîé ìàòðèöû, ìû
ëåãêî âîññòàíàâëèâàåì çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A.
Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Äîêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü è áîëåå ãëóáîêèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü

X =




x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

...
... . . . ...

xn1 xn2 . . . xnn


 , Y =




y11 y12 . . . y1n

y21 y22 . . . y2n

...
... . . . ...

yn1 yn2 . . . ynn


 ,

ãäå x11, . . . , xnn, y11, . . . , ynn � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Òîãäà îïðåäåëèòåëü
detXY ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö X, Y ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ detX detY îïðåäåëè-
òåëåé ýòèõ ìàòðèö.
Çàìå÷àíèå. Âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû XY ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò íåçà-
âèñèìûõ ïåðåìåííûõ x11, ..., xnn, y11, ..., ynn; ïîýòîìó detXY è detX detY � ìíî-
ãî÷ëåíû èç Z[x11, . . . , xnn, y11, . . . , ynn], è òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ýòè ìíîãî-
÷ëåíû ðàâíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ïîëå îòíîøåíèé îáëàñòè öåëîñòíîñòè
Z[y11, . . . , ynn].

Ëåììà 1. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à T =
(

Er 0
0 0

)
. Òîãäà

detAT = det A detT .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè r = n, òî T = E, detT = 1, AT = AE = A. Åñëè r < n,
òî detT = 0, à ìàòðèöà AT ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A óìíîæåíèåì íåñêîëüêèõ
ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ íà 0, è ïîòîìó ïî ñâîéñòâó 3 detAT = 0 · detA = 0.
Ëåììà 2. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç K, à T � îäíà
èç ìàòðèö




1
. . .

α
. . .

1
. . .

1




,




1
. . .

1 . . . λ
. . . ...

1
. . .

1




,



ãäå α, λ ∈ K, âñå íå îòìå÷åííûå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0, à íå îòìå-
÷åííûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 1. Òîãäà detAT = det A detT .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû T ðàâåí α (ïî ñâîé-
ñòâó 6), à ìàòðèöà AT ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì íà α âñåõ ýëåìåíòîâ îäíîãî èç
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, è ïîòîìó ïî ñâîéñòâó 3 åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïðîèçâåäå-
íèþ α = det T è detA. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïî ñâîéñòâó 6 det T = 1, à ìàòðèöà AT
ïîëó÷àåòñÿ ïðèáàâëåíèåì ê îäíîìó èç ñòîëáöîâ äðóãîãî ñòîëáöà, óìíîæåííîãî
íà λ, è ïîòîìó ïî ñâîéñòâó 5 åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû A

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Êàê ìû çíàåì, ìàòðèöà Y ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ T1 . . . TN , âñå ñîìíîæèòåëè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè
èç Kn îäíîãî èç âèäîâ, ðàññìîòðåííûõ â ëåììàõ 1, 2. Ïîýòîìó èíäóêöèåé ïî N
ïîëó÷àåì:

detXY = det X(T1 . . . TN ) = det X det T1 . . . detTN .

Âñå ìàòðèöû Ti çàâèñÿò òîëüêî îò y11, . . . , y1n è íå çàâèñÿò îò êîìïîíåíò xij

ìàòðèöû X; ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå ñîõðàíèòñÿ, åñëè ìû ïðèäàäèì íåèçâåñòíûì
xij ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ èç Z. Â ÷àñòíîñòè, ïðè xii = 1, xij = 0 ïðè 1 ≤ i, j ≤ n,
i 6= j, ìàòðèöà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèå E, è ïîòîìó

detY = det EY = det E detT1 . . . detTN = det T1 . . . detTN .

Òàêèì îáðàçîì,
det XY = det X detT1 . . . detTN = det X det Y.

Õàðàêòåðèçàöèÿ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö â òåðìèíàõ îïðåäåëèòåëÿ. Äîáàâèì
ê ìíîãî÷èñëåííûì õàðàêòåðèçàöèÿì íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö, êîòîðûå óæå âñòðå-
÷àëèñü ó íàñ, åùå îäíó.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå; êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòà-
ìè èç k íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí
îò 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ kn � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç k. Êàê
ì âñÿêàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì,ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

A = T1 . . . TN

(
Er 0
0 0

)
TN+1 . . . TM ,

ãäå T1, . . . , Tm � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû, à r = rank A. Îïðåäåëèòåëè αi ìàòðèö
Ti îòëè÷íû îò 0; ïîýòîìó

detA = det
(

Er 0
0 0

)
detT1 . . . detTM =

{
1 · α1 . . . αM 6= 0, åñëè r = n;
0 · α1 . . . αM = 0, åñëè r < n.

Èòàê, îïðåäåëèòåëü detA ìàòðèöû A îòëè÷åí îò 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åå ðàíã r ðàâåí åå ïîðÿäêó n, ò.å. êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà.


