
1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ
Ìíîæåñòâà. Òðàäèöèîííîå ïîñòðîåíèå ïî÷òè âñåé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, â
òîì ÷èñëå, è àëãåáðû, ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì. Ìû íå ñòàíåì èçëà-
ãàòü çäåñü òåîðèþ ìíîæåñòâ; ñêàæåì òîëüêî, ÷òî îñíîâíûì îòíîøåíèåì â íåé
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ∈. Çàïèñü a ∈ A îçíà÷àåò, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A. Òî æå ñàìîå ÷àñòî âûðàæàåòñÿ è äðóãèìè ñëîâàìè: "a
ïðèíàäëåæèò A", "ýëåìåíò a âõîäèò â ìíîæåñòâî A", è ò.ï. Îòðèöàíèå óòâåð-
æäåíèÿ a ∈ A çàïèñûâàåòñÿ òàê: a /∈ A.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A è B ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ
(ò.å. âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B è, íàîáîðîò,
âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A), òî ýòè ìíîæå-
ñòâà ñîâïàäàþò: A = B. Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïåðâàÿ ÷àñòü ïðåäûäóùåãî
óñëîâèÿ (ò.å. âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B),
à îòíîñèòåëüíî åãî âòîðîé ÷àñòè íè÷åãî íå èçâåñòíî, òî ãîâîðÿò, ÷òî A � ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà B, è çàïèñûâàþò ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: A ⊆ B, èëè
B ⊇ A (A ñîäåðæèòñÿ â B, èëè B ñîäåðæèò A). Ñîïîñòàâëÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå
îïðåäåëåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì: åñëè A ⊆ B, B ⊆ A, òî A = B.

Åñëè A, B � ìíîæåñòâà, òî îïðåäåëåíû èõ îáúåäèíåíèå A ∪ B è ïåðåñå÷åíèå
A∩B; c ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì A∪B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c ïðèíàäëåæèò õîòÿ
áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ A, B, è c ∈ A∩B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c ∈ A è c ∈ B.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ
ìíîæåñòâ. Ïóñòü I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, è äëÿ êàæäîãî i ∈ I çàäàíî
ìíîæåñòâî Xi. Òîãäà îïðåäåëåíû èõ îáúåäèíåíèå
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Xi òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ Xi äëÿ âñåõ i ∈ I.
Ìíîæåñòâî X, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn îáîçíà÷àåò-

ñÿ ïðè ïîìîùè ôèãóðíûõ ñêîáîê: X = {x1, . . . , xn}. Àíàëîãè÷íî, åñëè ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ xi, çàíóìåðîâàííûõ èíäåêñàìè, ïðîáåãàþùèìè ìíîæåñòâî
I, òî äëÿ íåãî ïðèìåíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå {xi}i∈I èëè {xi | i ∈ I}. Ïóñòü òåïåðü
X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü P (x) � íåêîòîðîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ýòîãî
ìíîæåñòâà. Òîãäà îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç X, îáëàäàþùèõ ýòèì
ñâîéñòâîì; îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç {x ∈ X |P (x)}. Íàïðèìåð, åñëè A, B � ïîä-
ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X, òî

A ∪B = {x ∈ X |x ∈ A èëè x ∈ B}, A ∩B = {x ∈ X |x ∈ A è x ∈ B}.
Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà äàäèì îïðåäåëåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé
ðàçíîñòè A \B äâóõ ìíîæåñòâ A è B:

A \B = {a ∈ A | a ∈ A, a /∈ B}.
Óäîáíî, à çà÷àñòóþ è íåîáõîäèìî, âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî, â êî-

òîðîì íåò íè îäíîãî ýëåìåíòà; îíî íàçûâàåòñÿ ïóñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ ∅.
Îòîáðàæåíèÿ. Ìû íå áóäåì äàâàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ, õîòÿ ýòî
è ìîæíî ñäåëàòü íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïóñòü A è B � äâà ìíîæåñòâà;
îòîáðàæåíèå f : A → B ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A íåêî-
òîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ýëåìåíò f(a) ∈ B, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ñîîòâåòñòâèåì: åñëè g : A → B � äðóãîå îòîáðàæå-
íèå, è f(a) = g(a) äëÿ âñåõ a ∈ A, òî f = g. Èíà÷å îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò-
ñÿ ôóíêöèÿìè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îòîáðàæåíèå íå îáÿçàòåëüíî çàäàåòñÿ êàêîé-òî
ôîðìóëîé èëè àëãîðèôìîì. ×àñòî, îñîáåííî åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîâðåìåí-
íî íåñêîëüêî îòîáðàæåíèé, óäîáíî âìåñòî f : A → B èçîáðàæàòü îòîáðàæåíèå â
âèäå A

f−→ B.
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Ïóñòü f : A → B, g : B → C � äâà îòîáðàæåíèÿ; èõ ïðîèçâåäåíèåì, èëè
êîìïîçèöèåé, íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå g ◦ f : A → C, çàäàííîå ïðàâèëîì: (g ◦
f)(a) = g(f(a)) äëÿ êàæäîãî a ∈ A. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî, åñëè h : C → D � åùå
îäíî îòîáðàæåíèå, òî (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî a ∈ A
ìû èìååì:

((h ◦ g) ◦ f)(a) = (h ◦ g)(f(a)) = h(g(f(a))) = h((g ◦ f)(a)) = (h ◦ (g ◦ f))(a).

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî; îòîáðàæåíèå idA : A → A, îïðåäåëåííîå
ïðàâèëîì idA(a) = a äëÿ âñåõ a ∈ A, íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì
ìíîæåñòâà A íà ñåáÿ. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → B âûïîëíåíû ñîîòíîøå-
íèÿ f ◦ idA = idB ◦f = f , òàê êàê

(f ◦ idA)(a) = f(idA(a)) = f(a), (idB ◦f)(a) = idB(f(a)) = f(a)

äëÿ êàæäîãî a ∈ A.
Åñëè f : A → B � îòîáðàæåíèå, òî îòîáðàæåíèå g : B → A íàçûâàåòñÿ îáðàò-

íûì ê f , åñëè f ◦ g = idB , g ◦ f = idA. Åñëè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò,
òî îíî åäèíñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g′ : B → A � åùå îäíî îòîáðàæåíèå,
îáðàòíîå ê f ; òîãäà

g′ = g′ ◦ idB = g′ ◦ (f ◦ g) = (g′ ◦ f) ◦ g = idA ◦g = g.

Åäèíñòâåííîå îáðàòíîå ê f îòîáðàæåíèå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) îáîçíà÷àåòñÿ f−1.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, êîãäà äëÿ îòîáðàæåíèÿ åñòü îáðàòíîå, äàäèì åùå

íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Îòîáðàæåíèå f : A → B íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè
èç òîãî, ÷òî f(a1) = f(a2) äëÿ íåêîòîðûõ a1, a2 ∈ A, ñëåäóåò, ÷òî a1 = a2. Îòîá-
ðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî b ∈ B íàéäåòñÿ ýëåìåíò
a ∈ A, òàêîé ÷òî f(a) = b. Íàêîíåö, îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì, åñëè
îíî îäíîâðåìåííî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.
Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : A → B îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñóùå-
ñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 ñóùåñòâóåò. Åñëè
a1, a2 ∈ A è f(a1) = f(a2), òî
a1 =idA(a1)=(f−1 ◦ f)(a1)=f−1(f(a1))=f−1(f(a2))=(f−1 ◦ f)(a2)=idA(a2)=a2.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî. Äàëåå, äëÿ ëþáîãî b ∈ B èìååì:
b = idB(b) = (f ◦ f−1)(b) = f(a), ãäå a = f−1(b) ∈ A, ò.å. f è ñþðúåêòèâíî.

Îáðàòíî, ïóñòü f : A → B � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå; äëÿ âñÿêîãî b ∈ B
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ A, òàêîé ÷òî f(a) = b (ïîòîìó ÷òî f ñþðúåêòèâíî).
Áîëåå òîãî, ýòîò ýëåìåíò åäèíñòâåííûé, òàê êàê èç èíúåêòèâíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî
åñëè f(a′) = f(a) = b, òî a′ = a. Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå g : B → A, âçÿâ
äëÿ êàæäîãî b ∈ B â êà÷åñòâå g(b) åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç A, äëÿ êîòîðîãî
f(g(b)) = b. Èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ g ïîëó÷àåì, ÷òî (f ◦ g)(b) =
f(g(b)) = b = idB(b) äëÿ âñåõ b ∈ B, ò.å. f ◦ g = idB . Äàëåå, äëÿ êàæäîãî a ∈ A

f((g ◦ f)(a)) = (f ◦ (g ◦ f))(a) = ((f ◦ g) ◦ f)(a) = idB(f(a)) = f(a) = f(idA(a));

ïîñêîëüêó f èíúåêòèâíî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (g ◦ f)(a) = idA(a) äëÿ âñåõ a ∈ A,
à ýòî çíà÷èò, ÷òî g ◦ f = idA. Òàêèì îáðàçîì, g � îáðàòíîå ê f îòîáðàæåíèå.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Ïóñòü A, B � ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ ôóíêöèé f : {1, 2} → A ∪ B, ÷òî f(1) ∈ A, f(2) ∈ B. Ýòî ìíîæåñòâî è
íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B è îáîçíà÷àåòñÿ A × B.
Ôóíêöèÿ f ∈ A×B ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà åäèíñòâåííûõ
ýëåìåíòàõ 1, 2 ìíîæåñòâà {1, 2}. Ïóñòü a ∈ A, b ∈ B; ÷åðåç (a, b) áóäåì îáîçíà÷àòü
ôóíêöèþ f ∈ A× B, äëÿ êîòîðîé f(1) = a, f(2) = b. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
A× B ñîñòîèò èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b), ãäå a ∈ A, b ∈ B. Îòìåòèì, ÷òî



(a, b) = (a′, b′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = a′, b = b′. Çàìåòèì åùå, ÷òî äàæå
åñëè ìíîæåñòâî B ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì A, ïàðû (a1, a2) è (a2, a1) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ.

Áèíàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Áèíàðíîé
àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íà A íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå f : A × A → A.
Îáû÷íî äëÿ ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ áèíàðíîé îïåðàöèè f ê ýëåìåíòàì a, b ∈ A
âìåñòî f((a, b)) ïèøóò afb; â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèè âìåñòî ëà-
òèíñêîé áóêâû èñïîëüçóåòñÿ êàêîé-òî ñèìâîë ∗. ×àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ çíàêè
+ (òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàöèÿ çàïèñàíà àääèòèâíî, à ñàìà îíà íàçûâàåòñÿ ñëî-
æåíèåì) è × (â ýòîì ñëó÷àå îïåðàöèþ íàçûâàþò óìíîæåíèåì è ãîâîðÿò, ÷òî
îíà çàïèñàíà ìóëüòèïëèêàòèâíî). Âïðî÷åì, çíàêîì äëÿ óìíîæåíèÿ ÷àñòî áûâàåò
òî÷êà ·, à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îí âîîáùå îïóñêàåòñÿ.

2. Ãðóïïû. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà
Ãðóïïû: îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ïðèìåðû. Ìíîæåñòâî G, íà êîòîðîì çàäà-
íà áèíàðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ∗, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) g1 ∗ (g2 ∗ g3) = (g1 ∗ g2) ∗ g3 äëÿ âñåõ g1, g2, g3 ∈ G (ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ
àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ);

(2) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò e ∈ G, íàçûâàåìûé åäèíèöåé ãðóïïû G, ÷òî
e ∗ g = g ∗ e = g äëÿ êàæäîãî g ∈ G;

(3) äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g ∈ G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g−1 ∈ G, íàçûâàåìûé
îáðàòíûì ê g, òàêîé ÷òî g−1 ∗ g = g ∗ g−1 = e.

Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî åäèíèöà ãðóïïû è îáðàòíûé ýëåìåíò îïðåäåëåíû
îäíîçíà÷íî. Åñëè îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â ãðóïïå óäîâëåòâîðÿåò åùå è óñëîâèþ

(4) g1 ∗ g2 = g2 ∗ g1 äëÿ âñåõ g1, g2 ∈ G,
òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. Óñëîâèå (4) íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâ-
íîñòüþ óìíîæåíèÿ.

Îáû÷íî çíàê óìíîæåíèÿ â ãðóïïå îïóñêàåòñÿ, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ
g, h ∈ G îáîçíà÷àåòñÿ gh. Îäíàêî, åñëè ãðóïïà àáåëåâà, òî ÷àñòî îïåðàöèÿ â ãðóï-
ïå îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì +; â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà çàïèñàíà àääèòèâíî,
îïåðàöèÿ â íåé íàçûâàåòñÿ ñëîæåíèåì, åäèíè÷íûé ýëåìåíò â íåé îáîçíà÷àåòñÿ
çíàêîì 0, à îáðàòíûé ê ýëåìåíòó g ∈ G îáîçíà÷àåòñÿ −g è íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïî-
ëîæíûì ê g ýëåìåíòîì. Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìû àääèòèâíî çàïèñàííîé àáåëåâîé
ãðóïïû A ïðèîáðåòàþò ñëåäóþøèé âèä:

(1) a + (b + c) = (a + b) + c äëÿ âñåõ a, b, c ∈ A (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
(2) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ A, íàçûâàåìûé íóëåì ãðóïïû A, ÷òî 0+a =

a äëÿ êàæäîãî a ∈ A;
(3) äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a ∈ A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò −a ∈ A, íàçûâàåìûé

ïðîòèâîïîëîæíûì ê , òàêîé ÷òî (−a) + a = 0;
(4) a + b = b + a äëÿ âñåõ a, b ∈ A (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ).

Êàê õîðîøî èçâåñòíî èç øêîëüíîãî êóðñà, ñëîæåíèå â ìíîæåñòâàõ öåëûõ ÷èñåë
Z, ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R îáëàäàåò âñåìè ýòèìè ñâîé-
ñòâàìè. Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ Z, Q, R ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé àääèòèâíî çàïèñàííûå àáåëåâû ãðóïïû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
ìû ðàññìàòðèâàåì ýòè ìíîæåñòâà òîëüêî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, çàáûâàÿ îá
óìíîæåíèè, ýòè ãðóïïû îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî Z+, Q+, R+.

Óìíîæåíèå ÷èñåë òîæå àññîöèàòèâíî è êîììóòàòèâíî, è âî âñåõ ìíîæåñòâàõ Z,
Q, R åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò 1. Îäíàêî, îáðàòíûé ýëåìåíò íå âñåãäà ñóùåñòâóåò,
òàê ÷òî Z, Q, R íå ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Íî ìíîæåñòâà



Q∗, R∗, ïîëó÷åííûå èç Q, R âûáðàñûâàíèåì 0, óæå ÿâëÿþòñÿ (ìóëüòèïëèêàòèâíî
çàïèñàííûìè) àáåëåâûìè ãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî; ïðåîáðàçîâàíèåì ìíî-
æåñòâà X íàçûâàåòñÿ ëþáîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå X íà ñåáÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
SX ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé f : X → X ìíîæåñòâà X. Åñëè f, g : X → X
� äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ èç SX , òî îïðåäåëåíà èõ êîìïîçèöèÿ f ◦ g, êîòîðàÿ òîæå
îòîáðàæàåò X â X, è íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f ◦ g áèåêòèâíî. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ f, g ∈ SX èõ êîìïîçèöèÿ f ◦ g ïðèíàäëåæèò SX . Âûøå áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ëþáûõ îòîáðàæåíèé (à íå òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèé)
àññîöèàòèâíà. Äàëåå, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idX áèåêòèâíî è ïîòîìó îíî
ïðèíàäëåæèò SX . Ïîñêîëüêó ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå f ∈ SX áèåêòèâíî, äëÿ íåãî,
êàê ïîêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : X → X, è î÷åâèäíî,
÷òî îíî áèåêòèâíî, ò.å. f−1 ∈ SX , Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî SX ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè ýòîãî ìíî-
æåñòâà. Â ñëó÷àå, êîãäà X = {1, 2, . . . , n}, ãðóïïà SX îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn è
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà n. Ýëåìåíò σ ∈ Sn ïîëíîñòüþ çà-
äàåòñÿ òàáëèöåé çíà÷åíèé ôóíêöèè σ. Òàêóþ òàáëèöó, à çíà÷èò, è ñàìó ïîäñòàíîâ-
êó σ, óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå äâóõñòðî÷íîé òàáëèöû, â âåðõíåé ñòðîêå êîòîðîé
ñòîÿò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} (íå îáÿçàòåëüíî â âîçðàñòàþùåì ïîðÿä-
êå), à ïîä êàæäûì ýëåìåíòîì i èç ýòîãî ìíîæåñòâà ñòîèò ýëåìåíò, â êîòîðûé
ïîäñòàíîâêà σ ïåðåâîäèò i. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîäñòàíîâîê èç S5:(

1 2 3 4 5
5 2 4 1 3

)
,

(
3 4 1 5 2
4 1 5 3 2

)
,

(
5 2 4 1 3
1 2 3 4 5

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâå òàáëèöû çàäàþò íà ñàìîì äåëå îäíó è òó æå ïîäñòà-
íîâêó, à ïîäñòàíîâêà, îïèñûâàåìàÿ òðåòüåé òàáëèöåé, îáðàòíà ê ïîäñòàíîâêå,
çàäàâàåìîé ïåðâûìè äâóìÿ òàáëèöàìè.

Íåòðóäíî ñîñ÷èòàòü, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå Sn; èõ ñòîëüêî
æå, ñêîëüêî òàáëèö âèäà (

1 2 3 . . . n
i1 i2 i3 . . . in

)
,

â êîòîðûõ i1, i2, . . . , in � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}. Â
êà÷åñòâå i1 ìû ìîæåì âçÿòü ëþáîå èç n ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Â êàæäîì èç ýòèõ n ñëó-
÷àåâ â êà÷åñòâå i2 ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç n−1 ÷èñåë ðÿäà 1, 2, . . . , n, îòëè÷íûõ îò
i1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïàðû i1, i2 åñòü n(n−1) âîçìîæíîñòåé. Òî÷íî òàê æå, äëÿ
ýëåìåíòà i3 îñòàåòñÿ n− 2 âîçìîæíîñòè, . . . , äëÿ ýëåìåíòà in−1 � 2 âîçìîæíîñòè,
à ïîñëåäíèé ýëåìåíò in óæå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Èòàê, ãðóïïà Sn ñîñòîèò
èç n(n − 1)(n − 2) · · · · · 2 · 1 ýëåìåíòîâ. Ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ
öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî n ÷åðåç n! (ñëîâàìè: n-ôàêòîðèàë). Çíà÷èò, ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ãðóïïû Sn ðàâíî n!

Ïðè çàïèñè óìíîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê çíàê óìíîæåíèÿ ◦ îáû÷íî íå ïèøåòñÿ.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáðàùåíèÿ ïîäñòàíîâêè, çàäàííîé ñâîåé òàáëèöåé çíà÷åíèé,
äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñòðîêè òàáëèöû. Íàïîìíèì åùå, ÷òî ïðè óìíîæå-
íèè ïîäñòàíîâîê ñíà÷àëà ñíà÷àëà äåéñòâóåò ïðàâûé ñîìíîæèòåëü, à çàòåì ëåâûé.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèé â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê.

(
1 2 3
2 1 3

) (
1 2 3
2 3 1

)
=

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 3 1

) (
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
3 2 1

)
,



(
1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

) (
1 2 3 4 5
5 2 4 1 3

)
=

(
1 2 3 4 5
3 1 2 4 5

)
,

(
1 2 3 4 5
5 2 4 1 3

)−1 (
1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

)
=

=
(

5 2 4 1 3
1 2 3 4 5

)(
1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

)
=

(
1 2 3 4 5
3 4 1 2 5

)
.

Ñðàâíèâàÿ ïåðâûå äâà èç ýòèõ ïðèìåðîâ, çàìå÷àåì, ÷òî óæå ïðè n = 3 ïåðåñòà-
íîâêà ñîìíîæèòåëåé èç ãðóïïû Sn, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåò ïðîèçâåäåíèå. Òàêèì
îáðàçîì, ãðóïïà Sn íåàáåëåâà (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ n = 1 è n = 2).

Î ãðóïïå ïîäñòàíîâîê
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü x1, x2,. . . , xr � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X. Ïîäñòàíîâêà, ïåðåâîäÿùàÿ x1 â x2, x2 â x3, . . . , xr−1

â xr, xr â x1, è îñòàâëÿþùàÿ íà ìåñòå âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X,
íàçûâàåòñÿ öèêëîì è îáîçíà÷àåòñÿ (x1, x2, . . . , xr). ×èñëî r íàçûâàåòñÿ äëèíîé
öèêëà. Öèêë (x) äëèíû 1 îñòàâëÿåò âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X íà ìåñòå.

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ öèêëîâ, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå
ñîäåðæàò îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X ïðè-
íàäëåæèò íåêîòîðîìó öèêëó. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå, ÷åì íà÷àòü äîêàçàòåëüñòâî, ïðîèëëþñòðèðóåì òåîðå-
ìó ïðèìåðîì, êîòîðûé ñäåëàåò ÿñíûì, êàê åå äîêàçûâàòü. Ïóñòü

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
3 2 7 1 8 5 4 6

)
.

Ïîäñòàíîâêà σ ïåðåâîäèò 1 â 3, 3 â 7, 7 â 4, à 4 � îïÿòü â 1; òàêèì îáðàçîì,
èç ïîäñòàíîâêè âûäåëÿåòñÿ öèêë (1, 3, 7, 4). Ýëåìåíò 2 ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 8} íå
ïðèíàäëåæèò ýòîìó öèêëó, è îí ïåðåâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêîé σ â ñåáÿ, òàê ÷òî ìû
âûäåëèëè åùå îäèí öèêë (2). Ýëåìåíò 5 íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç óæå âû-
áðàííûõ öèêëîâ, è σ(5) = 8, σ(8) = 6, σ(6) = 5. Èòàê, âûäåëèëñÿ åùå îäèí
öèêë (5, 8, 6), è êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 8} ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç
öèêëîâ, òàê ÷òî σ = (1, 3, 7, 4)(2)(5, 8, 6).

Îáîáùèì ýòî ðàññóæäåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè. Ïóñòü X =
{x1, . . . , xn} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è σ ∈ SX ; äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó a(σ)
òàêèõ ýëåìåíòîâ x ∈ X, ÷òî σ(x) 6= x. Åñëè a(σ) = 0, òî σ íå äâèãàåò íè îäèí èç
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, è σ = (x1)(x2) . . . (xn). Ïóñòü òåîðåìà óæå äîêàçàíà äëÿ
âñåõ ïîäñòàíîâîê σ′, äëÿ êîòîðûõ a(σ′) < a(σ). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
y ∈ X è ïîëîæèì

y1 = y, y2 = σ(y1), y3 = σ(y2), . . . , yi+1 = σ(yi), . . . .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî X êîíå÷íî, ñðåäè ýëåìåíòîâ yi áóäóò ïîâòîðÿþùèåñÿ. Ïóñòü
yr+1 � ïåðâûé èç ýëåìåíòîâ yi, ñîâïàäàþùèé ñ îäíèì èç ïðåäøåñòâóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ (r ≥ 1); ïîêàæåì, ÷òî yr+1 = y1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè yr+1 = yl, l ≥ 2,
òî σ(yl−1) = yl = yr+1 = σ(yr), è, ïîñêîëüêó σ � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, yr

ñîâïàäàåò ñ ïðåäøåñòâóþùèì åìó ýëåìåíòîì yl−1, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
yr+1 áûë ïåðâûì èç ýëåìåíòîâ yi, ñîâïàäàþùèõ ñ êàêèì-òî èç ïðåäøåñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû âûäåëèëè â ïîäñòàíîâêå σ öèêë α1 = (y1, . . . , yr).



Ïóñòü σ′ = α−1
1 σ; ïîäñòàíîâêà σ′ îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè ýëåìåíòû y1, . . . , yr,

à äðóãèå ýëåìåíòû èç X ïîäñòàíîâêà σ′ äâèãàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
äâèãàåò ïîäñòàíîâêà σ. Ïîýòîìó a(σ′) = a(σ) − r < a(σ), è ìû ìîæåì ïðèìå-
íèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σ′(y1) = y1, . . . , σ′(yr) = yr, ïî-
ëó÷àåì ðàçëîæåíèå σ′ â ïðîèçâåäåíèå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ σ′ =
(y1) . . . (yr)α2 . . . αk, ïðè÷åì ëþáîé ýëåìåíò èç X ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ýòèõ
öèêëîâ. Íî òîãäà σ = α1σ

′ = α1α2 . . . αk.
Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü σ = α1 . . . αk =

β1 . . . βl � ðàçëîæåíèÿ σ â ïðîèçâåäåíèÿ öèêëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíè-
ÿì òåîðåìû, è ýëåìåíò x ∈ X ñîäåðæèòñÿ â öèêëàõ αi = (x, y2, . . . , yr), βj =
(x, z2, . . . , zp), ïðè÷åì r ≤ p (ÿñíî, ÷òî çàïèñü öèêëà ìîæíî íà÷èíàòü ñ ëþáîãî
âõîäÿùåãî â íåãî ýëåìåíòà). Òîãäà y2 = σ(x) = z2, y3 = σ(y2) = σ(z2) = z3, . . . ,
yr = σ(yr−1) = σ(zr−1) = zr, x = σ(yr) = σ(zr). Òàêèì îáðàçîì, zr � ïîñëåäíèé
ýëåìåíò öèêëà βj , è αi = (x, y2, . . . , yr) = (x, z2, . . . , zr) = βj .

Òåîðåìà 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Òðàíñïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà, ïåðåñòàâëÿþùàÿ äâà ðàçëè÷íûõ ýëå-

ìåíòà x, y ìíîæåñòâà X è îñòàâëÿþùàÿ íà ìåñòå âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà X. Òàêèì îáðàçîì, òðàíñïîçèöèÿ � ýòî öèêë (x, y) äëèíû 2.
Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà òðàíñïîçèöèé.
Çàìå÷àíèå. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèåì ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñîìíî-
æèòåëåé ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé ýëåìåíò, è ïîýòîìó òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòà-
íîâêà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå 0 òðàíñïîçèöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé öèêë ðàñêëà-
äûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé. Êàê ìû òîëüêî ÷òî îòìåòèëè, öèêë (x) �
ïðîèçâåäåíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà òðàíñïîçèöèé, à ïðè k ≥ 2 ìû èìååì ñëåäóþùåå
ðàçëîæåíèå öèêëà äëèíû k â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé:

(x1, x2, . . . , xk−1, xk) = (x1, x2)(x2, x3) . . . (xk−2, xk−1)(xk−1, xk).

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðàçëîæåíèÿ ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ öèêëîâ, ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé íåîäíî-
çíà÷íî; íàïðèìåð, (1, 2)(1, 3) = (2, 3)(1, 2) = (2, 4)(3, 4)(1, 2)(1, 4). Êàê ìû âèäèì,
äàæå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì.

Ïóñòü îïÿòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü n � ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ. Ïî òåî-
ðåìå 1, âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà σ ∈ SX ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîïàðíî
íåïåðåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ, ïðè÷åì êàæäûé ýëåìåíò èç X ïðèíàäëåæèò îäíîìó
èç öèêëîâ; îáîçíà÷èì ÷åðåç k(σ) êîëè÷åñòâî ýòèõ öèêëîâ. Çíàêîì ïîäñòàíîâêè σ
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî sgn(σ) = (−1)n+k(σ).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê σ, τ ∈ SX

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ).
Ëåììà 1. Åñëè τ � òðàíñïîçèöèÿ, òî sgn(τ) = −1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ = (x, y), è ïóñòü z2, . . . , zn−2 � âñå ýëåìåíòû èç X,
îòëè÷íûå îò x, y. Òîãäà τ = (x, y)(z1) . . . (zn−2). Òàêèì îáðàçîì, k(τ) = n − 1 è
sgn(τ) = (−1)n+(n−1) = −1.
Ëåììà 2. Åñëè τ � òðàíñïîçèöèÿ, òî äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ SX ñïðàâåä-
ëèâî ñîîòíîøåíèå sgn(στ) = − sgn(σ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî k(στ) = k(σ) ± 1. Ïóñòü
τ = (x, y), σ = α1α2 . . . αk, ãäå α1, . . . , αk � ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ öèêëû,
îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì X (òàê ÷òî k = k(σ)). Âîç-
ìîæíû äâà ñëó÷àÿ.



Ñëó÷àé 1. Ýëåìåíòû x, y ïðèíàäëåæàò îäíîìó öèêëó. Ìåíÿÿ, åñëè íóæíî,
íóìåðàöèþ öèêëîâ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x è y ïðèíàäëåæàò öèêëó αk, ò.å. ÷òî
αk = (x, z1, . . . , zr, y, u1, . . . , ul). Òîãäà

στ = α1 . . . αk−1(x, z1, . . . , zr, y, u1, . . . , ul)(x, y) =

= α1 . . . αk−1(x, u1, . . . , ul)(y, z1, . . . , zr).

Â ïîñëåäíåì ïðîèçâåäåíèè âñå öèêëû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è êàæäûé ýëå-
ìåíò èç X ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî èç öèêëîâ; ïîýòîìó k(στ) = k + 1 = k(σ) + 1.

Ñëó÷àé 2. Ýëåìåíòû x, y ïðèíàäëåæàò ðàçíûì öèêëàì. Ìåíÿÿ, åñëè íåîáõî-
äèìî, íóìåðàöèþ öèêëîâ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò öèêëó
αk−1 = (x, u1, . . . , ul), à ýëåìåíò y � öèêëó αk = (y, z1, . . . , zr). Òîãäà

στ = α1 . . . αk−2(x, u1, . . . , ul)(y, z1, . . . , zr)(x, y) =

= α1 . . . αk−2(x, z1, . . . , zr, y, u1, . . . , ul).

Â ïîñëåäíåì ïðîèçâåäåíèè âñå öèêëû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è êàæäûé ýëå-
ìåíò èç X ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî èç öèêëîâ; ïîýòîìó k(στ) = k − 1 = k(σ)− 1.

Ëåììà 3. Åñëè σ ∈ SX � ïðîèçâåäåíèå r òðàíñïîçèöèé (íå îáÿçàòåëüíî ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþùèõñÿ), òî sgn(σ) = (−1)r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî r; ïðè r = 1 íàøå óòâåðæäåíèå ñîâïàäàåò ñ ëåì-
ìîé 1. Ïóñòü σ = τ1 . . . τr, ãäå r > 1 è τ1, . . . , τr � òðàíñïîçèöèè, è ïóñòü óæå
äîêàçàíî, ÷òî sgn(τ1 . . . τr−1) = (−1)r−1. Ïî ëåììå 2

sgn(σ) = sgn(τ1 . . . τr−1τr) = − sgn(τ1 . . . τr−1) = −(−1)r−1 = (−1)r.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïî òåîðåìå 2, ïîäñòàíîâêè σ è τ ðàñêëàäûâàþòñÿ
â ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé. Ïóñòü σ � ïðîèçâåäåíèå l òðàíñïîçèöèé, à τ �
ïðîèçâåäåíèå r òðàíñïîçèöèé; òîãäà στ � ïðîèçâåäåíèå l + r òðàíñïîçèöèé. Ïî
ëåììå 3,

sgn(στ) = (−1)l+r = (−1)l(−1)r = sgn(σ) sgn(τ).

Ñëåäñòâèå. Åñëè îäíà è òà æå ïîäñòàíîâêà σ ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ r òðàíñïîçèöèé è l òðàíñïîçèöèé, òî ÷èñëà r è l èìåþò îäèíàêîâóþ
÷åòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3, (−1)r = sgn(σ) = (−1)l.

Äî ñèõ ïîð ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì äåéñòâóþò ïîäñòàíîâêè èç SX , áûëî ïðî-
èçâîëüíûì. Òåïåðü ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X = {1, 2, . . . , n}; íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ìû îáîçíà÷àåì ãðóïïó ïîäñòàíîâîê ÷åðåç Sn. Íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}
åñòü åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê, è ýòî ïîçâîëÿåò äàòü äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ çíà-
êà ïîäñòàíîâêè, íå òðåáóþùèé ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîäñòàíîâêè â ïðî-
èçâåäåíèå öèêëîâ èëè òðàíñïîçèöèé. Óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ
÷èñåë i1, . . . , in íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}, åñëè âñå ýòè
÷èñëà ðàçëè÷íû è çàêëþ÷åíû ìåæäó 1 è n. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ÷èñåë i1, . . . , in
âñòðå÷àþòñÿ âñå ÷èñëà 1, . . . , n, ïðè÷åì êàæäîå ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ìû ãî-
âîðèì, ÷òî ýëåìåíòû is, it îáðàçóþò èíâåðñèþ â ïåðåñòàíîâêå i1, i2, . . . , in, åñëè
÷èñëà s− t, is− it ðàçíûõ çíàêîâ, ò.å. áîëüøåå ÷èñëî ïðåäøåñòâóåò ìåíüøåìó. Îá-
ùåå êîëè÷åñòâî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå i1, . . . , in îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç I(i1, . . . , in).
Íàïðèìåð, I(3, 5, 1, 4, 2) = 6: 3 îáðàçóåò èíâåðñèè ñ 1 è 2, 5 îáðàçóåò èíâåðñèè ñ
1, 2 è 4, 4 îáðàçóåò èíâåðñèþ ñ 2.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü σ ∈ Sn; òîãäà sgn(σ) = (−1)I(σ(1),σ(2),...,σ(n)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà äâå ëåììû.



Ëåììà 4. Âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} (ò.å. òðàíñ-
ïîçèöèé âèäà (i, i + 1), 1 ≤ i < n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òðàíñïîçèöèÿ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ. Íî ýòî
òàê: åñëè i < j, òî
(j, i)=(i, j)=(i, i+1)(i+1, i+2) . . . (j−2, j−1)(j−1, j)(j−2, j−1) . . . (i+1, i+2)(i, i+1).

Ëåììà 5. Åñëè σ ∈ Sn, à τ � òðàíñïîçèöèÿ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ, òî
I(στ(1), στ(2), . . . , στ(n)) = I(σ(1), σ(2), . . . , σ(n))± 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ = (s, s + 1); äëÿ ëþáîãî t îáîçíà÷èì ÷èñëî σ(t) ÷åðåç
it; òîãäà στ(t) = it, åñëè t 6= s, s + 1, στ(s + 1) = is, στ(s) = is+1. Òàêèì îáðàçîì,
íàì íàäî ñðàâíèòü ïåðåñòàíîâêè

i1, i2, . . . , is, is+1, . . . , in è i1, i2, . . . , is+1, is, . . . , in.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç èíäåêñîâ t, u íå ðàâåí s èëè s + 1, òî ýëåìåíòû it, iu
îäíîâðåìåííî îáðàçóþò èëè íå îáðàçóþò èíâåðñèþ â îáåèõ ïîäñòàíîâêàõ, à åñëè
ýëåìåíòû is, is+1 îáðàçóþò èíâåðñèþ â îäíîé èç ïåðåñòàíîâîê, òî îíè íå îáðàçóþò
èíâåðñèþ â äðóãîé, è íàîáîðîò. Èòàê, êîëè÷åñòâà èíâåðñèé â íàøèõ ïåðåñòàíîâ-
êàõ îòëè÷àþòñÿ íà 1, ò.å.

I(στ(1), στ(2), . . . , στ(n))− I(σ(1), σ(2), . . . , σ(n)) =

= I(i1, i2, . . . , is, is+1, . . . , in)− I(i1, i2, . . . , is+1, is, . . . , in) = ±1.

Òåïåðü ëåãêî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïî ëåììå 4 ïîäñòàíîâêà σ
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå τ1τ2 . . . τr, êàæäûé ñîìíîæèòåëü τi êîòîðîãî �
òðàíñïîçèöèÿ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ. Ïîëîæèì σp = τ1τ2 . . . τp (0 ≤ p ≤ r), òàê ÷òî
σ = σr. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî σ0 � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà.
ßñíî, ÷òî I(σ0(1), σ0(2), . . . , σ0(n)) = I(1, 2, . . . , n) = 0, à èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî p ≥ 1 ðàçíîñòü

εp = I(σp(1), σp(2), . . . , σp(n))− I(σp−1(1), σp−1(2), . . . , σp−1(n))

ðàâíà 1 èëè -1. Ïîýòîìó I(σ(1), σ(2), . . . , σ(n)) = ε1 + ε2 + · · · + εr = r − 2l, ãäå
l � êîëè÷åñòâî òåõ εp, êîòîðûå ðàâíû -1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 3, ïîëó÷àåì
æåëàåìûé ðåçóëüòàò:

sgn(σ) = (−1)r = (−1)r−2l = (−1)I(σ(1),σ(2),...,σ(n)).


